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RESUMO
Nesbe brabalbo Ésáü apresenbados os divêrsos 
mébodos ciâssícos tio tio b o r m i naç ãü tio geôide y trais comoi 
asbro-geodésico * gravimébidcoj asbro—gravimébricoj. celesbe o o 
combinado; também os mébodos mais recentes como Mébodo dos Elementos 
Finibos e Método dos Elemenbosj do Conborno.
A aubora compara os resulbados dos cálculos da 
ondulação geoidal pelo Mébodo dos Elemenbos de Gonborno, pelos 
desenvolvimenbo em Harmônicos Esféricos e o Mébodo Gravimébrico, 
usando a fórmula de Sbokes.
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SUMMARY
In this thesis the author presents the classic 
methods for geoid determinations, as such: astrogeodetic,
gravimetric, astrogravimetric, celestial and combined; as well as 
the recent methods, such as Finite Elements Methods and Boundary 
Elements Methods.
The author' also compare the results of geoidal 
undulation computed through Boundary Elements Method, Spherical 
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Uma das superfícies de importância fundamental na Geodésia 
é a equipo tencial que mais se aproxima do nível médio dos mares, o 
geóide. Esta superfície foi proposta por Gauss como a "modelo 
mat emético da Terra" e introduzida na Geodésia por Listing em 1873 
[91
O geóide é uma superfície fundamental para os sistemas 
cléssicos de altitude , e como tal» forma uma parte essencial de 
qualquer sistema geodésico intermediário para redução dos dados 
geodésicos da superfície física ao elipsóide de referência, onde são 
efetuados todos os cálculos.
O conhecimento dò geóide é essencial para uma aproximação 
tridimensional do ajustamento geodésico e é necessário para qualquer 
comparação ou ajustamento mútuo de redes de controle horizontal e
redes baseadas em satélites.
Assim sendo achamos importante a pesquisa de novos métodos 
para sua determinação.
Existem vários métodos clássicos de determinação do geóide, 




4. Métodos Celeste e usando os Coeficientes Harmónicos
Esféricos;
5. Método Combinado.
Estes métodos são descritos no Capitulo II.
Recentemente encontramos publicaçSes da aplicação do Método 
dos Elementos Finitos pára cálculo do geopotencial assim como do
geóide. Neste trabalho, pi-opomoa o Método dos Elementos de Gontoi-no 
para determinação da superfície geoidal. Estes dois métodos são 
descritos no Capitulo III.
O cálculo do geóide pelo Método dos Elementos de Contorno é 
apresentado no Capítulo IV e as conclusSes no Capitulo V.
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CAPITULO II
MÉTODOS CLÁSSICOS DE DETERMINAÇXO DO GEÕIDE
II.l. METODO ASTRO-GEODESICO.
As coordenadas geodésicas de um ponLo P da superfície 
física da Terra são X e H, respectivamentef a latiLude geodésica,
a longit,ude geodésica e a alLiLude geométrica.
As coordenadas naturais de um ponto P são <j> , X e
d  CL
h, respectivamente^ a latitude e longitude astronômicas e a altitude 
ortométrica.
O ângulo S  formado pela vertical e a normal, denomina-se 
desvio da vertical e por sua vez é decomposto nas componentes 
segundo o meridiano, Ç, e o primeiro vertical, 77.
A relação entre as coordenadas geodésicas e naturais [371
são:
4> - 4> m ?CL
t‘X — Xü> cos <p ■ mff.
CL
Consideremos dois pontos P e Q, bastante próximos, ligados 
por um arco elementar ds; o desnível dN do geóide, referente ao 
elipsóide, Fig.II.1.1, escreve-se
dN = a.ds, <11.15
sendo Ô a componente do desvio segundo ds.
Esta equação pode ser aplicada sucessivamente a uma série
de pontos, onde a "soma" de todos os dN dA  a elevação total do
geóide entre os pontos extremos. Se representarmos estes extremos
por P 0 P teremos: r  ± 2
- 3 -
Fig. II.l.l - Relação entre altura geoidal e o desvio da verical.
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Se entre P e P̂  pudermos admitir uma variação linear das 
componentes do desvio da vertical:
P & ^  Ôr 2 í + z
N -N = e.ds =    . s CII.3)
2 1 Jp 2
1
Na Fig. II. 1.2, designamos por ot̂  o azimute do arco ZN, por 
i  o desvio da vertical, as componentes principais são:
Ç = i.cos a  , <II.4>s o
T) = i.sen a .Q
a i .5 >
Projetando o arco i  na direção de azimute ot e designando 
por O a componente segundo esta direção:
Q  m  i  C O S C O l - O t  > >O
ô  » i cos cá cos ot + i sen ot sen ot . CII.6 !>o o
Substituindo CII.4} e <II.5> em <II-6 > obtemos
& » £ cos ot + 77 sen ot. ÍII.7}
Introduzindo <11.7} na <II.3>
Fig. II.1.2 Relação entre as componentes principais do desvio da 
vertical e o azimute.
- Ó -
+ T) sen cá > '2 2
<H.8>
Fazendo a  == oi “ o 
1 2
1
AN = — s [cos oi Cf +f + sen cá C77 +77 CII.9>2 ’ 1 ’ 2 'i '2
Introduzindo as projeções de s sobre o meridiano e sobre o 
paralelo de latitude <p e considerando o raio médio R do elipsóide, 
obtemos:
1
AN = -  R CCÇ +Ç >A*> +C77 +T) >AX cosp] CII.10)2 s 1 2 1 2
sendo A'/? e AX as diferenças entre as latitudes e as longitudes 
extremas de s, respectivamente.
Representando por Ç e 77 as médias aritméticas entre as
componentes do desvio
AN =R C Ç Atp + 77 A/V cosf  ̂ CII.ily
Exprimindo A <p e AX em minutos, as componentes médias em
5segundos e R=ó371xlG cm
AN ss 0,9 CÇ + 77'*'* A/V COS91Ò CII.12!>
As coordenadas astronômicas são diretamente observadas, 
enquanto as coordenadas geodésicas são obtidas da seguinte maneira: 
num sistema grande de triangulação, um certo "ponto inicial" é
escolhido para o qual a ondulação geoidal e as componentes e
77  ̂ são prescritas. Aqui N̂ , 77 ̂  e podem ser assumidos
arbitrariamente em principio; a posição do elipsóide de referência 
com respeito a Terra é portanto fixada.
II.l.l.GEoIDE ASTRO-GEODÉSICO
O Método Astro-Geodésico foi utilizado por Hayford no 
inicio deste século* por volta de Í909, para obter, a prdmeira carta 
geoidal dos Estados Unidos. O geodesist a canadense Ney, em 1952, 
efetuou investigações no sul de seu pais e Irene Fisher estudou o 
geôide na América do Sul, em 1965 [373.
11.2.MÉTODO GRAVIMÉTRICO
11.2.Í FORMULA DE STOKES
A í óimiula de Stokes publicada em 1849 por George Gabriel 
Stofc.es [12] ê de fundamental importância em Geodésia Física para o 
calculo das ondulações geoidais a partir dos dados gravimétricos.
Terra Normal é o el ipsóide de revolução ao qual se a t r ibu i  
a mesma massa M e a mesma velocidade de rotação lò da Terra além da
L &injunção de a sua superf ície te r  esferopotencial constante U=Û «C 
O ge o potencial V é o potencial de atração mais o potencial 
ro tac ionai  da Terra E U o esferopotencial de atração mais o 
potencial  de rotação da Terra Normal.
O potencial da Terra real ou geopotencial W pode ser
e  Kp r  e  s  s o  p  o  r
v  s u + t a i. iíô
onde U é o potencial da Terra Normal ou esferopotencial e T o 
potencial perturbador.
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Fig. II.2.1.1 Altura geoidal N, vertical e a normal ao elipsóide
O módulo da gravidade no ponto P é (Fig.II.2.1.1)
dW x , áU x dT a dU x d2U dTÍ U  W  s  z' C / U  \ C / X  ç C / U  \
  = _ __ _ _ _  = - —  +   n ------------- CII.14>
dn Jp  ̂ dn ) p  dn  ̂ dn JP> dn dn
onde N é a separação entre o geóide e o elipsóide, e n Indica a
normal ao geóide. O fato de g referir-se ao geóide e y  ser calculado 
sobre o elipsóide; é que mostra a segunda parcela do último membro.
Da expressão anterior, confundindo a normal e a vertical,
podemos escrever
â y  dT
gss y  + N --------------- (11.15)
dn dn
ronde» y  = grad U = - I ---- I
 ̂ dn *
ou
â y  àT
g~Y  = ~--N------ - ------. CII.16)
â n  ôyi
A pidmeira parcela do último membro é  conhecida como termo de Br uns. 
Ela revela o fato de & referir-se a um ponto do geóide e y  ser 
calculado sobre o elipsóide.
A expressão CII.ló> é  denominada equação fundamental da 
Geodésia Física, porque relaciona a anomalia da gravidade CÀg> ao 
potencial anômalo <T>.
Se adotarmos no lugar do elipsóide uma esfera homogêneade 
massa M e raio R da Terra, não rotante, teremos:




ÕU , kM aL18;>
â 2 U d r  2kM 1 y
—° (11.19)
- i í l
onde y  é a gravidade normal sobre a esfera, k é a constante
gravitacional 1121.
A fórmula CII.15> toma a forma 
2 y o õT
s  -  r    N - — (11.20)
° R ô n
O geopotencial sobre o geóide é
ÔU
V as U + T = U+ ---- N + T CIL21>p p  pj ~ô n
e para W a U teremosp p'
T *a r  N CII.22>1 o
expressão conhecida como equação de Br uns.
Substituindo esta equação em C'II.20> teremos a equação 
fundamental da Geodésia Fisica em sua aproximação esférica:
2T ÔT
■Ag = ~  + -  . (11.23)
-1 1 -
Sendo T uma função harmônica, isto é, T satisfaz a equação de 
Laplace, é possível expressá-la como soma de polinómios harmônicos 
esféricos. Considerando as coordenadas esféricas Cr,0,X ) podemos 
escrever
S (  l ™ 1
TCr,Ô,X>= 2 r TnCÔ,X> 
r»=0 x *
Diferenciando a expressão anterior em relação a r encontramos
dT 1 00 / R \ ntí
- ' T  I <n+1>lT I
n = 0  V. J
Sobre o geóide, em sua aproximação esférica, correspondente a esfera 
r=R, temos
oo
T =  ̂Tn(0,X>. CII.24)
n=Q
dT 1 00
óg- = - —r = — Y Cn+l) T C0,X). CII.25>
n=0
Levando CII.24> e CII.25> em CII.23> obtemos:
2  ±  t ó




Podemos expressar Ag C6>,X> como uma série de harmônicos esféricos
- 1 2 -
•JÜ
Ag “  ̂Ag CII.275
Comparando estas séries concluímos que
n- 1
Ag = —-  T 0 9 , < 1 1 . 2 8 )n K n
o u  R
T = —-  Ag ; <11.29>n n - 1 n
nesta fórmula é fácil ver que faltará o termo de primeiro grau, pois 
ela não é  definida para n«®l. Não existe harmônico de primeiro grau 
se o centro do elipsóide de referôncia coincide com o centro de 
gravidade da Terra 1121.
Em Cll.24} separamos os termos de grau zero e um ,e
escrevemos
T a T + T + T' o 1
onde
kóM 
T o= ”r~ '
óM é a dif erença entre a massa M da Terra e a massa M* do 
elipsóide; se estas massas forem iguais anula-se e se r=G é  o
centro de gravidade da Terra, então T̂  é igual a zero. Então 
levando Cll.29> em QI.24> podemos escrever
úú úú . Ag
T “2 Tn ■ R I  nITn CII.30)
n =2 n= 2
Levando <II.30> em CII.22> podemos calcular a ondulação
- 1 3 -
r- UJ *R A gn =—  \  — a i.3i>
G n=4
com y —G valor médio da gravidade.
Laplace e Diriehlet, demonstraram que uma função de posição 
sobre uma esfera pode ser expressa através de uma série de 
harmônicos es 1 'éricos Clll
r ti
2n+lITi p
fC©,X> = ) I P <40 FC£,X>do CII.32)
n ~ 0  n
sendo do um elemento de superfície da esfera de raio unitário.
Se a função escolhida for Ag<£>X> ou simplesmente Ag e 
considerando a esfera de raio R:
00 2 n+l
ii-ÍC
n = C 4 Í1 R 2
P OIOAg dS dl.33>
n  3s
2sendo Ag a anomalia da gravidade no elemento superficial dS=R do; 
4 a distância angular , sobre entre os pontos P O  e d̂ CG,A. J>.
Introduzindo CTI.oo.7 em £11.310 resulta
f u 2 n+ 1X n  X
N = TTiõn y ------7 p dS CII.3454F1RG L  n-1 n sJ S  n-2
A expressão
O) 2n+l
V  p . QTj . _
A n- 1 nn = 2
- 1 4 -
dêp én d é  tio dè 4J ê  podô t íé r  &Xpr,êfc;fciO E193 pOl'1
gp qs qj Íí
SĈ O = esc — + 1 - 6 sen r  -5 cos 4* -3 cos 4* lnt sen— <1 + sen — )3
2 2 2 2
CII.35>
quando 4<-*0, S<40=2/4» [123, com o que a <II.34> assume a forma
n -  —  r4URG SC40 AgdS.  ai.3ó>s
Esta expressão é conhecida como fórmula de Stokes para cálculo da 
ondulação geoidal. Ê fácil ver que a anomalia da gravidade sobre 
toda a Terra contribui no valor de N. O valor de Àg para os pontos 
próximos contribui mais para a separação geóide elipsóide. Portanto, 
para usar a fórmula de Stokes, devemos conhecer melhor os valores 
das anomalias, particularmente para as vizinhanças do ponto de 
calculo. O que se observa pelo comportamento de SCy.ò no gráí ico da 
Fig.II.2.1.2.
O geóide gravimétrico é conhecido como geóide absoluto, 
pois refere-se ao elipsóide com centro no centro de massa da Terra, 
e cujo eixo menor coincide com o eixo de rotação te rres tre .
II.2.2.GEÓIDE GRAVIMÉTRICO
Alguns exemplos de geóides gravimétricos: Em 1934, Hirvonen
calculou o primeiro geóide gravimétrico, reunindo 4.500 observações.
Em 1943, Tanni publicou um mapa geoidal com anomalias isost áticas no
sistema de P ra tt—Hayford. Heiskanen calculou o geóide de Columbus 
com base em anomalias de Faye. Temos o geóide de Shongolovich também 
baseado nas anomalias de F aye Liil, aproximados com auxilio de
bârmuiiicús es 1 ericos.
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Flg. II.2.1.2 Funções de Stokes SCys) e FCyOnÔ senCv ŜCyO.
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II.3.MÊT0D0 ASTRO-GRAVIMÊTRICO.
O geóide com relação ao elipsóide de referência pode ser 
calculado a partir do desvio astro-geodésico da vertical, utilizando 
a integração de linha ao longo da cadeia de triangulação geodésica. 
Os desvios astro-geodésicos são esparsos, portanto, o geóide baseado 
neles é inconsistente em muitas regiões. Uma aproximação alternativa 
foi introduzida por Molodenski, que usa observações gravimétricas em 
combinação com o desvio astro-geodésico, para obter o geóide 
denominado geóide astro-gravimétrieo C37L
Com base nos dados gravimétrieos podemos calcular o desvio 
da vertical através da fórmula de Vening-Meinesz. Para que o 
resultado seja digno de confiança é necessário que estes dados
estejam uniformemente distribuidos na total superfície da Terra.
Infelizmente ainda existem grandes áreas desconhecidas 
gravimetricamente, tanto nos continentes como nos oceanos. Se na 
fórmula de Vening-Meinesz a integração não for estendida sobre toda 
superfície da Terra mas somente sobre a vizinhança do ponto
considerado, então um erro é introduzido pelo fato das zonas 
distantes não serem consideradas. Este erro, entretanto, é quase o 
mesmo para pontos próximos, e varia lentamente sóbre os pontos de um 
perfil curto, tal que o desvio astro-geodésico calculado desta 
maneira pode ser usado para interpolação entre desvios 
astro—gravimétrieos.
II.3.1 DESVIO DA VERTICAL - FõRMULA DE 
VENING-MEINESZ
A fórmula de Stokes que permite o cálculo da ondulação 
geoidal serviu de base para Vening-Meinesz deduzir duas fórmulas 
integrais, que hoje levam o seu nome, para o cálculo das componentes 
principais do desvio da vertical.
A Fig. II .3.1.1 mostra a Interseção do geóide e do
elipsóide por um plano vertical de azimute arbitrário. Se c  é  a 
componente do desvio da vertical neste plano, então:






o sinal negativo é uma convenção usada para dar ás componentes Ç e r) 
do  desvio da vertical com sinal correto correspondente á definição
de:
£ as <p ~ <ç> £11.39}
CL
■f] es £X_ -  X} COS <f>. £11.40}a
Podemos expressar a diferencial do deslocamento sobre a 
esfera de raio R em função de <p e X por:
ds2 = R2 d<pZ + RZcosV dX2. £11.41}
Na direção norte-sul:
£ = Ç e ds = ds = R d<p £11.42}
P
e na direção leste-oeste:
£ «a >7 e ds a» ds o» R cos dX. £11.43}
X
Levando a 01.42} e 01.43} em CII.3S} encontramos:
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Fig. II.3.1.1 Inlat'SâçËiôa do geòido o do elipadido pox- vim plano 







77 = - ------ = ----------------------------  Cl 1.4 S)
ds% R cos <p dXA
que dão as relaçóes das componentes do desvio no meridiano e
primeiro vertical com a ondulação geoidal.
Gomo N pode ser expresso pela integral de Stokes, equação
<II.36>, nosso problema é derivár-lo em relação a <p e A. Para este
propósito usamos a fórmula CII.36):
R
NC£>,A> = SĈ > AgCd̂ jdXOcoŝ M̂ dX* CII.46>
*Js
onde ys ê  função de <p> X, <py e X% e <py e A* são as coordenadas do
4 n y  
de
ponto de integração.
Pela derivação em relação a p  e a A encontramos: 
dN R r à S C v *
Ld ' p  4 77 v «J S  dyi>
dN R r dSCy/>
dA 4 t7^ J s  dA1
AgĈ >'»A'>coŝ M̂ >dA'
àgC<py ̂ Xy^ c o s p yd<pyá X >
cn . 47  >
CII.48>
Da derivada de função composta temos que: 
dS dS dyv dS dS dy>
-------- j j . ---------  & -----------------   ^------
ô<p dy> d<p dA dA
CII.49>
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Escrevendo y/ na forma:
cosy/ = sen̂ > sen^^ + coŝ > cosf; cos(X'-X> <11.50)
e derivando sucessivamente em relação a <p e a X obtemos:
d<p




-seny' -------- = cos£> cosf^ sen<X'-X>.
dX
Agora, introduziremos o azimute A, como mostra a 
Fig.XI.3.1.2. Do triângulo esférico da mesma figura, usando as 
fórmulas conhecidas da trigonometria esférica, "cinco elementos" e
"analogia dos senos", podemos escrever:
senw cos A = cos<£> sen̂ >- - sen^ cosf^ cos<X>-X>
a i.5 2 >
serr^ sen A =3 cos^rsentX^-XX
Substituindo <11.52) nas <II.5i> obtemos as expressões
dyV dy
d'f>
e aplicando em <11.49)
dS <1 yj ) dS <1 yj )
= -cos A e —77- = - cosp sen A CII.53>dX
 = _ ---------------cos A
df  dv CII.S45
dSÔ O dS<yO
--------------=   cos£> sen A.
dX dX
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Pig.II.3.1.2 Relação entre coordenadas geográficas e polares.
-22-
F i n a l m e n t e ,  s u b s t i t u i n d o  em <II.47> e  CII.48), chegamos a:
,,X> 4 n r  ís
dSCyO
ÇC<p,X) = 2^7 I AgfyAA'}---------------cos A cosy>'dy>'dX'
Is dy/
dl.55>
7)<v,X> «s 2   F AgCy>',XO-------------sen A cosy>' dy>'dX'
r  J s dy/
ou na forma abreviada com do « cosy>'dy>'dX*
1 r dS
dSCy/>
£ =    Ag — cos A do
4 n r  .
J<y CII.56>
^  ”  4 ^ 7  A °  s e n  A  d ar J a  d y
dt*
Estas são as fófmulas de Vening-Meinesz. Derivando a função
de Stokes S t y ) ,  com relação a y  obtemos a funçao de Vening-Meinesz 
dS cos( y/2^>
 _ _  + Bsen y  - 6 cos^ / 2  +
d y  2 sen C y / 2 >
1 - sen y/ / 2
- 3 ---------------------4- 3 sen y  lnlsen y / 2 +sen y /2 d .sen v/
£11.57}
O azimute A é  dado pela fórmula:
c os £>> sen £ X * - X } 
te A = -------------------------------------------------------
2os <£> sen £>* - sen y  sen y* cos £ X * - X }
£11.53}
que e conseqüência imediata das £11.52}.
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A fórmula CII.55>* como a fórmula de Stokes» pode também 
ser expressa em função das coordenadas esféricas polares yj e A:
277 77 j o1 p p aS
Ç ----- AgCy/^A>cos A ---- seny/ d>/> dA
J A=0 J y/ssQ dy/
cii.59>
4 2  77 77 i ç»1 p p ab
=  ---- I AgCy/>A>sen A — sen y/ dy/ dA.
n y  J A=0 J^=0 dy>
As fórmulas de Vening-Meinesz são válidas para qualquer 
elipsóide de referência geocêntrico enquanto que a fórmula de Stokes 
deve ser modificada pela adição de uma constante quando o
elipsóide não tiver a mesma massa que a Terra e Û . Se
derivarmos a fórmula da Stokes em relação a p  e X» para obter as 
fórmulas de Vening-Meinesz, então estas constantes desaparecerão e 
obteremos as lòrmulaa ClX.57'!>.
dS
As fórmulas “— e as fórmulas relativas estãody*
tabeladas em S*ollins 1321 .
II.3.2 ESSÊNCIA DO MÉTODO
A debilidade do Método Astro-Geodésico visto anteriormente 
está na interpolação linear do desvio asíro-geodésico entre 
quaisquer dois pontos adjacentes. Portanto é necessário te r  estes 
pontos de desvio tão próximos quanto possível.
Uma forma para superar a necessidade de se te r  tantos 
pontos as tro -geodésicos é usar o conhecimento do campo da gravidade 
local par'a suplementar’ estes pontos» com auxilio da fórmula de 
Vening-Meinesz.
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Seja a  unia região gravimetricamente conhecida e no seu 
interior uma sub-região o  , tão pequena que possamos considerá-la
plana e que contenha pelo menos trê s  pontos as tro -geodésicos. E Z a 
região exterior a onde o campo gravimétrico é desconhecido, o que 
nos impede de calcular a sua influência gravimétrica sobre as 
estações P e Q situados na sub-região & .
Numa primeira aproximação é possível admitir que a 
influência da região Z seja igual em P e Q, ou com um erro menor,
que ela varie linearmente no interior desta sub-região.
Representaremos por ©Cp> o desvio gravimétrico to tal ou 
interpolado em P e por ©Cp,oO o desvio gravimétrico no ponto P
devido à influência da região a.
Resulta das considerações anteriores e da Fig. XI.3.2.1
que*.
®<R) es 0 tfê,cO + 0 <R,Z)
©CR,oO + ÔCP.Z) + [Õ(Q,Z> - Õ(P,Z>] — CII-óO)
Podemos calcular a influência as tro -geodésica da região Z+o 
e considerar a influência da região Z como sendo a diferença desta 
influência e a influência gravimétrica da região a .
0<P,Z> b : 6><P,Z+̂ > -  © < P , ^ >
a i .6 i>
ÔCQ,Z> « ©<Q,Z+o> - ÔCQ,̂ )
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Fig. II.3.2.1 D ivisão de reg iã o  para cálculo  dos desvio:
interpolados.
-26-
I n t r o d u z i n d o  a s  ( I I .6 1 )  n a  (1 1 .6 0 ) o b t e m o s :
©CR> as ©CR,oO 4 ©(P,X4<?> - 0(P,oO 4
d d± i
4[©CQ,Z4oO - 0CQ,oO] [©Cp,Z+̂ > - 0CP ,o01---- ,
d d
que simplificada apresenta a forma:
d
2
©CR> = ©(R,o-> 4 ---- [©<P,E+<y> - 0(P,oOD 4
d
di
4  -----  [ 0 < Q , X 4 oO -  0 ( 0 , 0 * ) ] .  ( 11 .6 2 )
d
Desde que possamos considerar a região & plana, um ponto
P sobre a mesma pode ser definida pelas coordenadas cartesianas
i
retangulares planas (x. ,y. > e façamos:
0(P *o*> as A x 4 B v. + C.
L L L
Havendo mais de trê s  pontos astro—geodésicos, ou seja 1)3,
fisicamente e gravimetricamente conhecidos, podemos aplicar o Método 
dos Mi mi nos Quadrados para calcular os coeficientes A, B e C 
considerados constantes em & e desta forma calcular
0(R> ■ 0(R,óó 4 A x 4 B y 4 C .
II.3.3.GEÕIDE ASTRO-GRAVIMETRICO
Temos conhecimento do geóide calculado
astro-gravimétricamente na Rússia 122], onde se originou o método,
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na Alemanha C351, no Canadá 121] e na região vizinha ao datum 
sul-americano Chuá no Brasil [303.
II.4.MÉTODO CELESTE 
II.4.1.INTRODUÇXO
Desde o lançamento dos satélites, aumentaram sensivelmete 
as informações sobre o geóide. O rastreio  dos mesmos em órbita no 
espaço, possibilita a investigação do campo gravltacional da Terra, 
através das determinações dos coeficientes dos harmônicos esféricos 
para estabelecer o potencial gravltacional.
Quanto melhor a qualidade dos coeficientes determinados,
assim como o número dos mesmos, melhor será a aproximação do 
potencial gravitacional, e conseqüentemente a precisão na
determinação da ondulação geoidal.
A qualidade destes coeficientes depende, entre outros 
fatores, das técnicas de observação usadas e das órbitas dos 
satélites artificiais. Para determinar harmônicos de alto grau, é 
necessário observar satélites em órbitas próximas da Terra, aumentar 
o número dos satélites rastreados e estes devem apresentar
diferentes inclinações.
Nas seções seguintes, referentes ao Método Celeste, 
partimos do pressuposto de que estes coeficientes Já foram 
determinados.
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TI.'1.2 ONDULAÇXO GEOÏDAL CALCULADA ATRAVÉS 
DAS HARMÓNICAS ESFÉRICAS





l +V T — 1 rY c c  CosmA.+S senrnX>P  
A LiC nm nm rn = 2 L r -* m=ô
<sem¥'>] VR cii.63>
onde kM é a constânte ^ravitaciorial geocêntricã: r  ó o raio
g ê o c é ri 1/ r i c o), w ê o iat/itíiidè geoc entr iça; X ê o 1 on££ 1 tude
g  6ú c ént rica; G e S são os c oel i c i entes potenc i a 1 p 1 enamenten rn n m
normalizado; o é o fator  de escala associado aos coeficientes ; e
V/ o potencial de rotação.
O esferopotenciai no mesmo ponto do geóide escreve-se [111 
cokM
U = 1
U - )  5_ a v  r»n  - 1 .  
—
'• P <v>2n 2n + ü CII.64>
onde U representa o potencial de rotação e o asterisco servindo 
apenas para lembrar que os coeficientes do esferopotenciai são 
calculados ao contrario dos coeficientes do ge o potencial que são 
determinados empiricamente. Por subtração das expressões supra 
obtém-se o potencial perturbador, limitando , no esferopotenciai o 
desenvolvimento a 1*1=2, usando a fórmula de Bruns aióm de pequenas 
aproximações como a—r==R e y  st kM/R , resulta:
N=R £ CC -G >P Cv> + CG - G ) P  ( v )  + > C P C v )
2 2 2 4 4 - 4  Zá 2m 2 rn
rn= 1
+ S  S  CC cos mX + 
Zi. Zj  n  m
> sen mX) P Cv>nm nm CII.65)n - 3 m = ±
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A validade da fórmula de Bruns exige que se verifiquem os
postulados: a> geopotenclal no geóide deve ser igual ao
esferopotencial no elipsóide; b) a massa da Terra deve ser Igual a
massa da Terra Normal. A não observância desses requisitos exige a
introdução na expressão anterior do termo
N „ CII.66>
°  R r r
onde AM representa a diferença entre a massa da Terra e a massa da 
Terra Normal e AW a diferença entre o geopotencial e o 
esferopotencial.
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I I .4 .3  ALTIMETRIA POR SA TÉLITE
O radar altimétrico a bordo do satélite  mede a distância do 
satélite ao nivel instantâneo do oceano. Entre os dados fornecidos 
pelo satélite altimétrico» devem constar»: a posição do satélite» o
instante referente a esta  posição e i nf o r  maç ues relativas às 
condiçées nioteorológicas. Estes dados podem ser* analisados par* a uma 
determinação geométrica da superfície topogx»âfica do oceano ou do 
geóide* assim como obter detalbes do campo gravilico 1281.
Pode-se calcular a distância da superfície instantânea
do oceano ao eiipsóide de referência, pela equação:
h = h -  CA + R + b> CII.67>o
onde h é  a distância do altímetro ao eiipsóide de referência: os
elementos orbitais propiciam a distância do satélite  ao centro do 
eiipsóide» de excentricidade "e"» e desta distância subtraímos r^
calculado por
| 1 - e2 CII.ó8>
I , 2 24 1 - e cos (p
obtendo h; À é a medida altimétrica » R a  correção da retração e b a 
incerteza a priori do altímetro.
Se admitirmos o geóide coincidente com o nível instantâneo 
do oceano» então h seria a ondulação geoidal; isto  corresponderia a 
uma precisão na detex*minação do geóide inferior a um metro; podemos 
calcular a ondulação N em função de e da altitude t  da superfície
instantânea do oceano, desde que
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Fig. II.4.3.1 Posição do safélife com relação às
oceânica, geoidal e elipsoldal.
superfícies:
-32-
consideremos as duas superfícies paralelas dent.ro de uma certa 
região. Pela Fig.II.4.3.1 podemos escrever:
h s» N + t.o
Isolando a ondulação geoldal N de t ,  que requer informações 
oceânicas adicionais, geralmente fornecidas pelos oceanógrafos,
obtemos:
N a h - t.o
Em 1977, Kearsley calculou a ondulação geoidal a partir de 
altimetria do GEOS-3 1171.
II.4.4 MÉTODO CELESTE ALTERNATIVO
Rastreando satélite NNSS, Navy Navigation Satellite System, 
ou GPS-NAVSTAR, Global Positioning System - NAVigation System using 
Time And Ranging, a partir de referências de nível
N = H - h.
A nao exatidao da igualdade deve—se ao lato de que a altitude 
geométrica (H) e a o r t  o mé t  rica (h) não serem rigorosamente 
eolineares tiül* conforme Fig.II.4.4.1.
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Fig. II.4.4.1 Altitudes úi>túméli-ica e geométr-ica.
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II.5. METODO COMBINADO
Os satélites g e o d é s i c o s  estão em órbita a uma certa
distância da Terra,, portanto não são influenciados pelas pequenas 
massa anômalas regionais. Por esta  razão , podemos afirmar que o 
método que emprega harmônicos esféricos não fornece uma informação 
detalhada do geóide, mas apenas informações globais.
por observações te rre s tre s  são influenciados por estas pequenas 
massas. Portanto» os métodos te rre s tre s  são melhores para fornecer 
as informações regionais. Porém apresentam desvantagem de nao 
conhecermos os dados distribuídos continua e uniformemente sobre 
toda a superfície da Terra.
de forma complementar, visto que esses apresentam vantagens e 
desvantagens.
A ondulação geoidal N pode ser considerada como soma de 
trê s  parcelas 1283,
As anomalias da gravidade e o desvio da vertical calculado
O método usado para determinar o geóide com maior precisão, 
denominado método combinado, reúne os métodos anterior mente citados
CII.Ó9>1 2  3




nm sen rrfOP Csen yO,nm
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onde 1 é o m a io r  g i'ã u  d is p o n ív e l  d o s  c o e f ic ie n t e s  h a rm ô n ic o srn-CLX
esf ér 1.« ;< >i ■*.
A parce la N é calculada pela  fórmula de í^tokes
R
Nz= 4ÍTg C Ag: - Ag' > S(5/; > daF  S
C11.70 >
onde R é o raio médio da Terra. G o valor* da gravidade média,. Aĝ  a
anomalia f re e -a ir  e Ag a anomalia média calculada através doss
coeficientes harmônicos esféricos im plicadas em <II.63>, o  é ac
calo ta lim itada com centro no ponto de cálculo e amplitude & .c
O valor- de ê̂'-. * calculado por*
kM
^ s - —  y ° - 15
r “ T"= 2
Í a \l
t ) L
G cos mX +
s ô kl >n AL m P (sen 'p>Lrn
O termo N é calculado por
3
R
N3 411G <y~~ c?
CAg - Ag > SO/O do*.» CII.72)
onde o-o representa o globo subtraído da calota a  , escolhido de
tal forma que este termo possa ser negligenciável.
O Método Combinado usando harmônicos esféricos e
gravimetria foi aplicado em 1972, por Talwani para calcular o geóide
no Atlântico Norte, em 1973 por Rahle e Talwani para o Oceano Indico
e, no mesmo ano por Vicente e Marsch para todo o globo. Em 197*3 Rapp
Lz41 calculou a ondulação geoidai combinando dados gravimétricos e
celestes, usando princípio Colocação por Mínimos Quadrados. Em 1975, 
Rapp e Rummel 1283 calcularam a ondulação geoidal usando




O cálculo da ondulação geoidal N pode ser formulado como um 
problema de valor de contorno abaixo.
Sendo T o potnecial perturbador, resolver a equação 
diferencial de Laplace
V2T = 0
no exterior da esfera de raio R, com as condiçSes de cünior-no: 
lim TCiò«»0 para r-*oú
ÔT 2T
Á̂ ss-    sobre a esfera.
dr R
Resolvido este problema, aplicamos a equação de Bruns para 




onde G é  o valor médio da gravidade normal y .
A seguir apreseritamos dois métodos para resolver o problema 
de valor de contorno.
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III.2 MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS
III.2.1 ALGUNS ASPÊGTOS HISTÓRICOS E APLICAÇÕES NA GEODESIA
O Método dos Elementos Finitos tem atraído atenção devido a 
sua generalização e riqueza de idéia delineando o método. Tem também 
sido usado com sucesso marcante para resolver inúmeros problemas em 
Engenharia e Física Matemática 1231.
Apesar do nome MMétodo dos Elementos Finitos" aparecer peia 
primeira vez em 1960, quando foi usado por Clough C383 no trabalho 
sobre problema de elasticidade plana» as idéias da análise do Método
dos Elementos Finitos vêm sendo usadas há muito tempo.
Em 1941» Hrenikoff 1231 introduziu seu "Método Estrutural", 
que é a representação de uma estru tu ra  contínua como uma coleção de 
elementos discretos compostos por barras e vigas, este  método é o 
precursor do método discreto geral.
Em 1943, Còurant [23] apresentou uma solução aproximada do 
problema de torsão Saint Venant, na qual ele usa funções contínuas 
por partes, definidas sobre domínio triangular, e o Princípio de
Energia Potencial Mi nina.
Passou-se aproximadamente uma década, sem que as idéias de 
discretizaçâo fossem usadas novamente. Em 1952, os trabalhos de
Polya, Hersch e Weinberg C131, enfocaram atenção sobre problemas de
auto-valores, o que marcou um período de interesse renovado.
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Em 1954, Àrgyris C383 e seus colaboradores começaram uma 
série de trabalhos, nos quais desenvolveram certas generalizações da 
teoria linear de estru turas, e apresentaram procedimentos para 
análise de configuração estru tural discreta complicada em forma 
facilmente adaptável a computadores digitais.
No principio de 1960, os trabalhos signlficantes de White e 
Friedrichs [383, apresentaram o uso de elementos triangulares para 
desenvolver equações diferenciais a partir dos princípios 
variacionais. Apesar destes usarem malhas regulares, reconheceram a 
necessidade de dar tratamento especial a contornos irregulares.
Desde então o Método dos Elementos Finitos tem sido 
utilizado de maneira ampla em engenharia. Centenas de trabalhos e 
livros têm sido publicados sobre o assunto. Apesar da maioria destas 
literaturas tratarem  de análises estru turais, o número de aplicações 
a outros componentes têm crescido bastante.
No campo da Ôeodésia alguns autores vêm investigando 
aplicações do Método dos Elementos Finitos e a seguix* citamos alguns 
destes trabalhos.
Em 1979, Junkins C151, Junkins e Engel [163 aplicaram o 
Método dos Elementos Finitos pai*a modelar o campo da gravidade no 
sentido de aproximar uma função conhecida. O potencial da gravidade 
W foi decomposto em duas partes: a primeira parte de caráter global
do potencial, W , representada por uma série de harmônicosref
esféricos truncada até a ordem vinte e trô s  e a segunda parte de 
caráter local, 6W, calculada pelo método dos elementos finitos, 
representada por série de funções base
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independentes definida por partes. As funções base foram os 
polinómios de Tchebyshev e polinómios ortogonalizados. Da maneira em 
que foram considerados no modelo da gravidade, conduz a um rápido 
cálculo dos coeficientes pelo procedimento mínimos quadrados.
Em 1980, Schmidt C381 afirma que, no amplo campo da 
Geodésia, existem muitas possibilidades de usai’ o Método dos 
Elementos Finitos em interpolação pura.
Em 1981, Meissl 1203 resolveu o problema de Dirichlet para 
o caso plano, ou seja, calculou o potencial perturbador T do 
problema de contorno
2
V T=G para r>0
T=T̂  para r=l
sendo O a região r>l e P seu contorno. Usando elementos finitos 
retangulares obteve solução comparável ao cálculo de T por harmônicos 
esféricos para n<3, usando para função de forma polinómios de 
Hermite cúbica e de quinto grau.
Em 1988, Baker 113 investigou o problema
V2T = 0 em O
lim Tc» m 0
r -*0ú
com as condiçSes de contorno
â T  2T
A e = '  " r  em  r>
aplicando uma formulação variacional da equação de Laplace para o 
caso tri-dimensional.
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III.2.2.D ESG RIÇX O  DO METODO
O Método dos Elementos Finitos é uma técnica geral para 
construir solução aproximada de problemas de valores de contorno.
O método envolve a divisão do dominio O do problema em um 
número finito de sub-regiSes Qô, chamadas elementos finitos, e usa o 
conceito variacional para construir uma aproximação da solução sobre
a coleção de elementos finitos.
Consideremos o problema de encontrar uma função <p sobre o 
dominio Q, que satisfaça a seguinte equação diferencial
L*> + P = 0 em Q ail.l>
onde L é um operador diferencial linear e P é independente de <p. A 
solução 'pj, incognita dei equaçao dií eroticized» t  amlz> ni s*ditlsíaz za
condição de contorno
M'p + R ■ 0 em F €111.2 >
sendo M um operador diferencial linear, R independente de <p e T o 
contorno da região O.
Para resolver o nosso problema, reformula-se o problema de 
valor de contorno, numa maneira a "enfraquecer" as condiçcSes sobre a 
solução e suas derivadas. Tais reformulações são chamadas f  or mulação 
"fraca" ou variacional do problema e são designadas para acomodar 
dados irregulares e soluçães irregulares.
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Pode-se provar que toda solução clássica suave do
problema, esta  é também solução com formulação fraca [291. Assim 
nada perdemos na reformulação fraca.
Assumiremos que a solução pode ser aproximada por uma série
de funções N. satisfazendo as condições de contorno essenciais, istoi
é, as condições de Dirichlet, mas com certos parâmetros a determinar
a.i
A
<pCP> = ^ a.N®CP>, PeO€
L =1
as funções N são denominadas funções base.i
A
Em geral, <pC P> não satisfaz exatamente a equação
diferencial <111.1} e/ou as condições de contôrno <111.2 >. Portanto,
conduz a dois resíduos
® L 'p + P em O <111.4>
Rr ■ M % + R em T <III.5>
Uma formulação fraca do problema <111.1>, através de 
<111.2 > é encontrar a função <p ta l que a equação diferencial, junto 
com as condições do contorno, sejam sa tisfe itas  no sentido dos 
resíduos ponderados
J 0  Rü  dQ+JÇ. W Rr  d r  =0 d l l . ó )
onde Vfe Vf são funções peso ta is  que sejam suficientemente bem 
comportadas para que as in tegrais tenham sentido. A distinção entre 
Vf e Vf indica a possibilidade de usar pesos d iferen tes aos 
resíd u o s da equação diferencial e das condições de contorno. As
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funções peso do problema variacional CII.ó) pertencem a classe H,
podem não pertencer a mesma classe da função base Hf O fato destas 
classes serem diferentes conduz a falta de simetria na formulação 
que queremos evitar.
A classe H1 é uma classe de funçSes com ás propriedadeso
seguintes: o Índice superior significa que elementos v desta classe
admitem derivadas de primeira ordem» que são quadrado integráveis
sobre o intervalo aberto o indiee inferior indica que v»Ü em
xesü e em x»i.
A c la sse  H1- H = H é também chamada c lasse  de funçSes o
admissíveis para o problema variacionai CIII .!> e C* II 1.2}* desde que 
ela contenha somente aquelas íunçues que satisfaçam  as condiçSes de 
contorno e sejam suficientem ente regu lares para que as in tegrais 
C I I I . 6 } í âçam sentido.
As condiçoes CIII.ó} conduzem a uma sistema de equaçSes 
lineares em a
J
K a = f i j  =1,2,...,111 CIII.7>
cj .i L
com
K  = f .  V L NdO + fp V M  N d r
L.j j  Í2 l  j J  I L i
CIII.8)
f  = J r w , p d Q+J r v LR d r
A formulação variacional <111.ó}, não é a mais conveniente 
para os propósitos computacionais e teóricos. Portanto deduziremos 
uma formulação alternativa fraca simétrica aplicando uma integração 
por partes á condição dos resíduos poderados. A forma fraca da 
primeira integral na equação <111.8 > pode ser
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W LN d!>
O b
V L N d Q  + 
Í- 2 J
V L N d r
i 3 j
€111.10}
onde L , L , L são operadores diferenciais lineares de uma ordem 31 7
menor que o operador original L. A vantagem de uma formulação fraca 
é relaxar a restrição de continuidade sobre o conjunto de funçSes 
base na qual a aproximação é expandida, desta forma aumenta a classe 
de dados para o qual esta  formulação do problema faz sentido.
Existem duas propriedades fundamentais de H* , entre 
aquelas anteriormente citadas, a primeira que seja um espaço linear 
de funções» e a segunda que a dimensão seja infinita.
O método de Galerkin consiste em procurar soluçSes 
t> oh lema varia 
do espaço IIa
aproximadas do pr bl cional €111.10} nüm sub-espaço de 
dimensão m, H ‘>!> ' Assim» no lugar de atacaro * o
problema de dimensão infinita €111.10}, procuramos uma solução
aproximada <p em da forma €III.3> que satisfaça €111.10} em Ĥ m>
substituindo Em outras palavras, a formulação variacional do
problema aproximado é assim encontrar <p Ĥ m> ta l que
O
LVLN dí) + 
1 i 2 r
VL Ndr +
i 3 J
[ WR  N d r  + WP  d í ) +  V R  dr  «  0
J r  1 J Jo 1 J r  v
para todo w H
Como 'p. são conhecidos, p  será completamente determinado 
uma vez que os coeficientes â  em €111.3} sejam determinados. Os a 
em €111.3} são referidos como graus de liberdade da aproximação.
Para determinar os valores a. » devemos resolver o sistemai
de equaçòes lineares






A s “m a t r i z e s  de n ig id e z* ' e  
r e s p e c t i v a m e n t e ,  s a o  o b t i d o s  so m an do  
e le m e n t o s  a p r o p i* ia d a m e n t e .
Enquanto o Método de Ganlenkin. no o lo r nece uma maneira 
sistemática paia construir função base N , o Método dos Elementosi - L
Finitos provê uma técnica sistemática de construção das funçGes base 
pana aproximação Galenkín do problema de valor de contorno. À idéia 
principal é que a função base N pode sei* definida por partes sobre 
a sub-região do dominio (funções de suporte compacto) e que sobre 
qualquen sub-domínio, os N podem sen escolbidos íunçoes bem simples 
tais como polinómios de baixo prau.
Pana construir ta l conjunto de íunçoes base por partes» 
pnimei.no panticionamos o dominio do nosso pnoblema em um número 
finito de elementos. Dentno de cada elemento * centos pontos sao 
identi ideados e chamados de nós ou pontos no dais * que têm um papel 
ímpontante na construção de elementos finitos. À coleção de 
elementos e pontos no dais c ar ac t  er í z ando o dominio do pnoblema 
ap n o p- n lado ê chamado malha de elementos íini tos.
Tendo construído a malha de elementos finitos pana o nosso 
modelo, p n o s s e g  u imo s a constnução de um corrêspondêntê conjunto de 
í unção base usando os seguintes cnitênios fundamentais:
o “vetor fonça“» K e
O  0
as matrizes K e f dos
O
L V/ L dQ +1 L 2 W.L N.dr + r L 3 J Jr
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(1> As funçSes base são geradas por funçSes simples definidas por 
partes, para cada elemento sobre a malha de elementos finitos.
< £>
As funçSes são suaves o suficiente para ser membro da classe 
de funções teste.
C3> As funçSes base são escolhidas de ta l maneira que os parâmetros
>v.
a definindo a solução aproximada <p são precisamente os valoresi
de tf» nos pontos nodais.
Não é necessário modelar <p identicamente em todos os 
elementos; conjuntos de elementos de função base diferentes podem 
ser usados em áreas onde o comportamento de <p é  diferente.
A continuidade da aproximação de um sub-domínio ao outro é  
atingida resolvendo para valores únicos dos parâmetros nos nós da 
malha onde as funçSes base de elementos adjacentes são conectados. 
Desta maneira, a continuidade da derivada de qualquer ordem pode ser 
rei orçada.
Examinemos algumas propriedades fundamentais da "matriz de 
rigidez" K e do "vetor de carga" F.
<1} Somabilidade da "rigidez". Esta talvez seja a px*opriedade mais 
importante da matriz de rigidez calculada por elementos finitos.
&Sejam os termos K representantes da componente da matriz
 ̂J
de rigidez do elemento finito O . Assime
K .  \  K*




onde F é a componente do vetor* de carga do elemento finito Ct .
i  ô
O fato de K e F poderem ser calculados como soma dasL-j
contribuiçues para cada elemento é o aspecto chave do Método dos 
Elementos Finitos. Por causa desta propriedade, é possível gerar K e
Ô ãF calculando somente as matrizes dos elementos K e F para elemento 
típico Q e então construir K e F como soma indicada acima.
<2> Esparsidade de K: Gomo (p. e suas derivadas são diferentes dei
zero somente em elementos Q e adjacentes. Seus produtos serãoi
dif erentes de zero somente onde os suportes para função base se 
entrelaçam. Segue-se que se os nós i e j não pertencem ao mesmo
elemento então K =0. Isto implica que numa malha com muitos
vj
elementos a maioria das entradas K . será zero, isto  é, a matriz de
i-J
rigidez será esparsa, e é a nossa particular escolha da função base 
dos elementos finitos N que conduz a esparsidade de K.
A estru tura final da matriz de rigidez K é notável. Se 
numerarmos os nós seqüencialmente, de uma maneira conveniente, as 
entradas não—zero aparecem mais próximas da diagonal. Fora desta 
banda de termos não nulos, todas entradas serão zero. Matrizes deste 
tipo são chamadas matrizes banda.
C3y Simetria de K . Permutando i e j a expressão integral de K _ não
muda o valor calculado, tal que K * K e a Mmatriz de rigidez1 para
jL
o modelo será simétrica. Esta simetria de K não tem nada com a 
escolha da função base e é inteiramente dependente da forma do 
problema variacional a ser resolvido. Tal simetria será 
alcançada nos problemas de valor de contorno auto-adjunto.
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III.3 MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
III.3.1 ALGUNS ASPÊCTOS HISTÓRICOS
A idéia de representar funçSes contínuas através de 
aproximação por partes não é uma novidade. Rudimentos das idéias de 
interpolação foram supostamente usadas antigamente pelos babilônios
e egípcios 1231.
Após Newton e Leibniz terem introduzido as idéias do 
Cálculo» tornou-se possível a formulação da maioria dos problemas da 
Física Matemática em termos de equações diferenciais e integrais. 
Evidentemente» com a falha freqtiénte na tentativa de aplicar os 
métodos analíticos clássicos na obtenção da solução da maioria 
destas equações» acrescido do advento dos computadores» conduziram a 
um numero crescente de investigações dos métodos aproximados de 
analise. O primeiro método aproximado amplamente conhecido foi das 
diferenças finitas, que aproxima a equação governante do problema
usando desenvolvimento local para variável, geralmente através da
série de Taylor truncada. Esta técnica pode ser considerada um caso 
particular de um método mais geral que é o Método dos Resíduos 
Ponderados.
A primeira investigação rigorosa dos tipos clássicos de 
equações integrais foi publicado por Fredholm por volta de 1903 [31.
O método desenvolvido por Trefftz em 1917 e Prager em 1928, 
para resolver equações integrais em Teoria do Potencial e fluxo de
fluido» respectivamente» podem ser considerados os precursores das
modernas técnicas internas de contorno, mesmo que ta is  técnicas 
fossem impraticáveis sem o uso de computadores 133.
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O trabalho clássico de Kellog C18] em 1954, sobre Teoria do
Potencial, representa aplicação das técnicas de equações integrais.
Entretanto nenhuma solução numérica geral surgiu durante o 
período anterior ao advento dos computadores digitais. O método das 
equaçòes integrais como ferramenta computacional prática, eficiente 
e geral iniciou por volta de 1960, período este que caracterizou o 
amplo uso de computadores, mostrando uma considerável expansão de
desenvolvimento em 1970, com a rápida evolução dos computadores, e 
alcançando maturidade durante o primeiro semestre de 1980.
A expressão "Método dos Elementos de Contorno" apareceu na 
literatura em 1977, nos trabalhos de Banerjee e Butterfild, e 
Brebbia e Domingues, para indicar o caráter de discretização do
contorno do problema C31.
Foi mostrado por Brebbia que o Método dos Elementos de 
Contorno, o Método dos Elementos Finitos e muitos outros métodos 
numéricos, podem ser obtidos como um caso especial da formulação 
"Resíduos* Ponderados" geral, e a partir* daí, estabelecer uma conexão 
entre as várias técnicas existentes.
Existem basicamente dois tipos de Métodos do Elementos de 
Contorno, o direto e o indireto. Quando as representaçães integrais 
contêm distribuiçòes auxiliares, a formulação é denominada indireta. 
Se as distxdbuiçòes são relacionadas com as variáveis do problema, a 
formulação é chamada direta. A formulação indireta apareceu antes da 
direta e foi empregada na solução do problema de potencial C181. A
formulação direta foi apresentada pela primeira vez por Cruse e 
Rizzo em problemas da elasto-estática [33.
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Os engenheiros e físicos estão atualmente familiarizados 
com métodos ta is como Diferenças Finitas ou Elementos Finitos. Estas 
técnicas discretizam o domínio do problema em elementos ou células. 
As equações do problema são então aproximadas sobre as regiões pelas 
funções que satisfazem completa ou parcialmente as condições de 
contorno. Estes métodos juntos com outras técnicas são aplicados 
sobre o domínio e chamamos método de doml nio. Outra possibilidade é 
usar funções de aproximação que satisfazem ás equações governantes 
do domínio mas não as condições de contorno e são chamadas método de 
contorno.
Nas representações que se fundamentam o Método dos 
Elementos de Contorno requer o conhecimento prévio da solução 
f undamental do operador dif erencial do problema, e isto  restringe a
sua aplicação.
A medida que as aplicações se tornam mais complexas fica 
mais difícil o conhecimento de uma solução fundamental apropriada. 
Nestes casos» as formulações usam soluções fundamentais de parte do 
operador que ^ao conhecidas. Essas técnicas levam ao aparecimento, 
na formulação, de integral de domínio que envolve incógnitas. O 
esquema torna-se iterativo e o domínio necessita ser discretizado. 
Essa metodologia é usada para resolver vários problemas não-lineares 
1311.
Elementos de Contorno representam uma fronteira entre o 
elemento finito e domínio infinito. Um dos aspectos mais 
interessantes do método é o sistema de equações bem menor e 
considerável redução nos dados requeridos para solucionar o 
problema. O Método dos Elementos de Contorno geralmente requer 
somente a discretização do contorno do domínio, e não a 
discretização do domínio e do contorno como é o caso do Método dos 
Elementos Finitos» este fato faz com que o Método dos Elementos do 
Contorno seja mais eficiente que o Método dos Elementos Finitos.C31.
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Geralmente, as matrizes que resultam do processo de 
transf ormação são não-simétricas e cheias. Essas características 
conflitam com as das matrizes do Método dos Elementos Finitos que 
são simétricas e esparsas. Uma das consequências disso é a 
combinação desses métodos [37].
A construção do sistema de equações no Método dos Elementos 
de Contorno envolve o cálculo de integrais singulares e 
não-singulares. A integração analítica somente é possível para os 
elementos de solução fundamental simples. Em geral as integrais são 
calculadas numericamente.
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I I I .3 .2  DESCRIÇÃO DO METÖDÖ
Consideremos a equação de Laplace no domínio O, i.e.,
V2u = 0 em Q, CIII.11>
com as seguinfes condições de contorno sobre a fronteira rsP^+F :̂
Ci> condição "essencial" do tip o  u=u sobre ;
â u  __
C i i > condi cão "natural" t,al como q= ----- = q sobre T »
â n  2
onde n O a normal exterior* ao contorno P.
Se as soluções exatas de u e q forem subsf ifuídas pelas 
soluções aproximadas, introduziremos erros ou resíduos R que podem 
ser escritos em geral por
R = V2u *  0
R = u - u * 0 <III.12>1 _
R = q - q ^ 0.2
Os erros acima podem ser minimizados pela
&ortogonalizaçao com respeito ao peso u y com derivada sobre o 
du*
contorno ---- = q . A ponderação pode ser efetuada por
dn
R u*dQ = I R u * d r  -  i  R q*dr
Jo J r  2 J r  12 1
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ou
C V u> u dO 
O
<q~q > u dP
r - i r
(u-u)qdF an.i4>
Inbegi-ando por partes o primeiro membro desba equação
obtemos
- u
3 $â u  â u
dO =?~
' O dx dxk = i k k
— $ . $ BT_ ,
q u dP - q u dr - u




Integrando novamente, por partes o primeiro membro obténrse
(72û )u dO
Q
as - í q u*dr - í q u*dr + í u q*dr
j r j r r
u q dr
r
Esta é uma equação importante^ pois é  o ponto de partida p 
aplicação do Método dos Elementos de Contorno. Nota-se que a <111.16> é 
terceira identidade de Green Clll. Nosso objetivo é transformá-la em i 
equação integral de contorno e isto é  feito usando-se um tipo especial 
função ponderação u  ̂ chamada solução f undamental.
A solução fundamental u satisfaz a equação de Laplace e
representa o campo gerado por um pulso unitário concentrado no
ponto "i". O efeito desta carga é  propagar de i ao infinito sem
qualquer consideração das condíçuês de contorno.
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Par'a um meio tri-dimensional iso trópico» i.e» aquele para o qual as 
propriedades são as mesmas em todas as direções, a solução
fundamental da equação de Laplace e
1
u* = ---------- <111.17}
4 n r>
£ fácil verificar que a solução £111.175 satisfaz a equação 
de Laplace t  ri-dimensional. Por simples substituição da solução 
pode-se verificar que a equação é  sa tisfe ita  para qualquer valor de
r diferente de zero. Para o caso r=Ü necessitamos efetuar* a
integração numa esfera de raio s  e então calcular o limite quando s
tender a zero.
Considere uma esfera de domínio Q > e integrando por 









-  dr .




note que n=r sobre a superfície da esfera.
Substituindo a solução fundamental £111.175 em £111.185 e 





dP > = lim <
£->0 r 4U ££
4Y\s
dr > = lim ~ -1 £111.195
Note que na superfície da esfera P = 4FI.C2.
£
P o r  i s t o  a  s o l u ç ã o  f u n d a m e n t a l  p o d e  se r*  e s c r i t a
V̂ u* + A1 = 0 CIII.20}
onde ál representa uma função delta de Dirac > que tende ao infinito 
no ponto x=xL e é igual a zero nos outros pontos. A integral de A 
entretanto t? igual a um. Ò uso da função delta de Dirac é  uma 
maneira elegante de representar o pulso concentrado como 
lorçãj em se tratando de equação integral.
A integral da função delta de Dlrac multiplicada por 
qualquer outra função é  igual ao valor da última no ponto x\ Então
? f
t u  >dO *
Jr
u<V' û MQ 2= I u<-Al}dF = -uL CIIL21>
Q d Q
A equação <90} pode ser escrita como
u u q dr +
r
f u q^dF = í  q u^dF + f
d  F  > d  F  d  F.
$u d r
<111.22}
Precisamos lembrar que na equação <111.22} aplica-se o pulso 
concentrado em "i" e conseqüentemente os valores de u e q são 
aqueles correspondentes aquela posição particular da carga. Para 
cada posição xL encontraremos uma nova integral.
III.â.S.EQUAÇXO INTEGRAL DE CONTORNO
Deduzimos a equação <111.22} que é válida em qualquer ponto 
do domínio O. Em elementos de contorno é preferível por razSes 
computacionais aplicar a equação <111.22} sobre o contorno e 
então verificar o que acontece quando o ponto x está  sobre F. Uma
-Só-
maneira simples de lazer isto é considerar que o ponto "i" está 
sobre o contorno, mas o dominio em si é aumentado por um hemisfério 
de raio é- ao redor do ponto "i" Cem 3D}.A Fig. III. 3.3.1 mostra a
seção plana ortogonal á superfície F pelo ponto i. O ponto x** é 
considerado sobre o prolongamento do contorno e tendemos & a zero.
Então o ponto tornará um ponto de contorno e a expressão resultante 
é a particularização da CIII.22} para ponto sobre F.
£ importante considerar dois tipos de integral de contorno 
em CIII.22 }, uma com solução fundamental e outra com sua derivada
pois se comportam de maneira diferente.
Consideremos por simplicidade a equação CIII.22} antes de
qualquer condição de contorno te r  sido aplicada, i.e.




onde +  A verificação das condiçoes de contorno será deixada
para mais tarde.
As integrais do segundo membro da CIII.23} são fáceis de 
trabalhar, pois apresentam singularidades de baixa ordem, i.e. para 
casos tridimensionais a integral de contorno F será
P i 2ri£2
q u*dP = lim J q -------- dF = lim q = 0 011.24)
F 4Í1.C £-+o 411̂
Em outras palavras nada ocurre ao segundo membro da integral quando 
CIII.22} ou CIII.23} são tomadas sobre o contorno.
A integral do lado esquerdo entretanto comporta-se de uma 
maneira diferente. Aqui temos, em torno de F , o seguinte resultado
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u q dr = lim -
r
2 n i
u   .
r 4T \£ ‘£
dP as lim - U  
£ f ú 4 ri£>
u
cm.2s>
Elas produzem o que é  chamado termo livre.
De £111.245 e £111.255 em £111.235 podemos escrever 
1
2 °l * ~ r Jr
u q*dP = u* q dP £111.265
onde as integrais são no sentido do valor principal de Cauchy. Esta 
é a equação integral de contorno geral usada como ponto de pax*tida
para elemento de contorno.
Em £111.265 após substituir o coeficiente 1/2 por c \ 
porque usa-se c“=l/2 somente para contorno liso, discretizamos o 




u q dr u q dr £111.275
j=1
r.
Os valores de u e q em qualquer ponto sobre o elemento 
podem ser definidos em termos de seus valores nodais e as funçSes de 
interpolação <p e <p^ caso linear, que são dadas em termos das 
coordenadas homogêneas Ç como mostra a Fig.III.3.3.1, i.e.
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Fig. III.3-3.1 Sistema de coordenadas elementares.
- Ó 0 -
M




q < ï > -  1
1=1
Ç é a coordenada adimensional variando de -1 a +1 e as $
são chamadas funções de interpolação.
Consideremos as integrais sobre um elemento "j" 
do lado esquerdo pode ser escrita como
M
u q*dr = J y (Ĵ u1 q*dr
r  Jr
,i j l =1
M M
=2 I uk = 2  k;
1=1 1=1
onde para cada elemento "j" temos M termos
k L ~ J r ^  d r
J
Similarmente as integrais do lado direito dão:
M
J  q u*dr = J* ^ q̂  u* dr
'r  Jr
j j i =i
M M
= 2  í  *  ! u * d r  1 1 -  2  <
l =1 L =1










èv' " |r V dr CIII.32>
Quando o contorno do domínio é discretizado em elementos>
existem nòs comuns aos elementos adjacente es. Gomo o potencial é
único» a qualquer ponto do contornOí para o caso particular* do
geòide* o valor de u destes elementos O o mesmo.
Substituindo as equaçSes <III.28> e <IIX.29> para todo 
elemento "j" na <111.30>, obtém-se a sequinte equação para o nó "i”
XX x\
L L r l 2 ,12 
C U + 1K  R  ... x n ]
r  l i  u 2
U












onde KVj é igual a soma dos termos k̂ j dos elementos que concorrem 
no nó j. Então a fórmula CIII.33} representa a equação montada para 
o nó "i". Note a simplicidade desta aproximação. A equação (111.33)
pode ser escrita como
N
: : V  +  ^  K 1-1 U- * =  ^  GVV
J =i
Esta fórmula pode ser escrita como
N N
J  Kijuj = J  GLJqJ CIII.35)





JvL1+cL quando i=j <111.36}
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e o conjunto todo na forma matricial se torna
K  U  =  G  Q  £ 111.3 7 }
onde K e G são matrizes retangulares NxN.
A equação £111.36 > pode ser armazenada de ta l maneira que
todas as incógnitas são tomadas no lado esquerdo, os termos 
conhecidos no lado direito, e obtém-se o sistema usual de NxN
equaçóes, i. e.
A X = F £111.385
onde X é um vetor de N incógnitas; A é matriz NxN dos coeficientes
cujas colunas são da matriz K e/ou colunas da matriz G após uma
troca de sinal ; F é um vetor conhecido calculado pelo produto de
condiçóes de contorno conhecidas e os coeficientes correspondentes
de G e K.
As condiçóes de contorno da Geodêsia são do tipo de Caúchy, 
que prescreve uma relação linear entre o potencial e sua derivada 
normal a pontos sobre o contorno F como segue
e u + í' q « d £111.395
onde d» e e í são íunçóes de posição.
Se a equação £111.395 ior aplicada a todos os nós do
contorno, podemos escrever
Q = D - E U £111.405
onde o vetor D e a matriz diagonal E contêm os valores da d /f e e/f',
respectivamente, a cada nó do contorno.
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sistema de equações




(K + G E> U = G D (III.41>
simplesmente
A Y =s F CIII.42)
Após resolver o sistema de equações (III.42) as derivadas 
do potencial ao longo do contorno podem ser avaliadas ponto 
usando a condição (III.4Ú).
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III.3.4 ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PROBLEMAS TRI-DIMENSIONAIS
Os elementos usados em problemas t  ri-dimensionais são 
elementos de superfície que cobrem o contorno do corpo. Geralmente 
são de dois tipos , triangulares ou quadrangular es e ambos podem ser 
planos ou curvos. As funções u e q que são usadas para descrever a 
geometria podem ser constantes sobre o elemento, variar linearmente, 
ser f unções de segunda ordem ou outras que produzem um elemento 
curvo. Enquanto que o desenvolvimento de elementos constantes ou 
lineares são comparativamente simples, elementos curvos são mais 
importantes em trê s  dimensões pois podem seguir melhor a geometria 
real .
Para estudar elementos curvos, necessitamos definir a
maneira que podemos passar do sistema cartesiano global x̂ x ao
sistema local i- c >7 . onde F £ são coordenadas obliquas e 77 e a±' 2 ’ 1 2
direção da normal exterior.
À transformação para uma f  unção dada» isto é  u, é 
relacionada através da seguinte expressão


















__ â x  L 3 J
ail.44>





1 * t ±
â u â u
â x
2
=  r 1
1
 <0
â u â u
â xL 3 J i ■3 i__
CIII.45>
TransformaçSes deste tipo nos permitem descrever 
diferenciais de volume ou de superfícies do sistema cartesiano em 
termos de coordenadas curvilíneas. Por exemplo, uma diferencial de 
volume O pode ser escrita como
dr di- dr
dQ = | — x — . — | dÇ dÇ dr/
d? d£ dr, 1 2
- 6 6 -
dQ = |J | dÇ dÇ dT7' ' 1 2
(111.46)
Uma diferencial de área será dada por
d f i  d f z = | J |  d ? i dÇ2dr=
ÔX' dx*
à% â Ç
onde J é o jacobiano reduzido e |J | é simplesmente a 
ve boi’ no i’mal 77 ; i.e .
dr dr
dÇ dÇ
 ̂ 1 2
= <s4 e2 e3>
dx dx dx













 1  2  3
> .*
dç df dr
2 2 2 ^
Nobe-se cjue os valores de g , g e g sâo dados pox'
1 2  3
r dx dx dx dx
1 3  2  3
dÇ d£ dÇ dÇ 












a i l . 4 9 >
d x  d x  â x  d x1 2  2
d l  d l  1 2 d l  d l  1 2
‘ )
Ervtao a magnitude | J | é dada por
IJI = J + e* + s'> CIII.SO>
Estas relações podem ser usadas para quaisquer integrais de 





que agora se torna
u*q |J | dÇ±d?2 > f u <?*|J| d?4
r ç r i
d?. aii.S2>
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CAPITULO IV
IV.l. APLICAÇÃO DO METODO DOS ELEMENTOS DE 
CONTORNO NA GEODÊSIA
Um dos problemas da Geodõsia ó  calcular* o pobencial 
pert»urbador T, que sabisfaça a equação da Laplace no exberior das: 
mabíbías > i s b u tf >
2
V T = 0 em Q, ClV.l>
com as condições de contorno
dT 2T
  +  + Ag = 0 sobre a esfera de raio R, P
dr R <IV.2>
T s 0 sobre a esfera de raio oo, F
O domínio Q do nosso problema é  o exterior à esfera de raio
R e o contorno P®P + P > onde P é a esl era de raio R e P é a
1 2  1 2
esfera de raio iníinibo.
Se considerarmos uma aproximação de T, introduzimos erros 






considerando a mesma ponderação aplicada na Cl11 .13) > podemos escrever
VzT u*dfi =   +  + As u d r
J  r  L dr R J1
- 6 9 -
J T q dr CIV.3>• r 
2









Gomo no nosso problema u e q são iguais a zero sobre V ^  
podemos considerar as integrais somente sobre F̂  em CIV.3>, ou seja

















+ Ag u dr
Observando que a segunda integral do primeiro membro se 
desenvolve sobre o contorno todo, que coincide com F , podemos
escrever
- 7 0 -
3 4*dT du
dO
Q ^ dx dxk -1 k k
= I r t  T  + H  U’ d r
<IV.8)
TL Ri
Integrando, novamente por partes^ o primeiro membro,
obtènrse
V2u* T dO -  I T q*dr
û lrT q*dr = Ir [
2T
+ A& I u  d r av.9>
Apòs a simplií ícação chegamos a
V2u* T dO =
O
T q dr +
r u
2T
ir  L r  ±
+ Ag u dF
ou
V2u* T dO =
Q r
2u
q* + -----------| d r
R ] dr + lr
Ag u dr CXV.10)
Considerando o pobencial constante, as anomalias da 
gravidade constantes em cada elemento, as conclusões de <111.2Í> e 
<111.25 y y podemos escrever
i + 2  t, L c ■ u* + ^ dr = " 2  AsJi r  r
.1 =i ,i
u a r a v . ior
t=1 j
IV.2.AVALIAÇÂÛ DAS INTEGRAIS
As integrais da fórmula acima são de dois tipos
- 7 1 -
L ,1
H *  _  *
L1
u dr e G sa q dF.
F J F
Tais tí x p r e s s o e s , para o caso i/ j , podem se calculadas pelas íòr mulas 
de integração numérica como a quadratura gaussiana. Para o elemento 
i=j entretanto devido á singularidade l / r ,  é necessário uma 
integração mais* precisa, tal como a apresentada no Apêndice I.
Para o caso particular de elemento constante os termos Hu' 
são identicamente nulos, pois a normal n e o elemento são sempre 
perpendiculares um ao outro, i.e,
HLt=
p du* dr
q*dF = J     dF = 0.
F JF dr dn
A integral requer um tratamento especial, pois apresenta
singular idade do tipo í/r .
Neste trabalho a malha ê de li nada por "quadrados
esféricos", ou simplesmente "quadrados", definidos por paralelos e
meridianos. Por exemplo, no caso de 10° por 10°, com isto n será
igual a 648.
A partir de <IV.11>, montamos um sistema de n equaçSes a n
incógnitas, do tipo A Y=F onde
3ÔC dt
Cq + -  u > dF
F. R
para i / j
A. .=
r 2$ $
Cq + -  u > dF +
F R
para i — j
-7 2 -
Re s o 1 v i tilo o sistema de equações, di v i di mo s os valôPêbi de T» 
pela gravidade média G para obter N, a ondulação geoidal desejada.
O nosso problema é calculai*' a Cl V.120 e a CIV.13.) onde F é 
o quadrado esférico de 5°x 5°? 10Ux 10°e de 20°x 20°.










e da equação da esfe ra  temos que
dz x dz y
dx z ây z
íiitão podemos escrever 
R
dF =  dx dv = J dx dv. CIV.14>
J z
Inicialmente transformamos as coordenadas cartesianas x,y 
para coordenadas esféricas R, cfi e considerando R constante por
x ® R cos0  COS/V 
y «a R co&ffi senX.
Onde as diferenciais estão relacionadas por
ou
dx ~ -R sen<£ cosX
dy R sen<£ senX










dx dy ~ j j d<p dX. av.is>




u* + q*> J j J | d<pJ dX av.i9)
onde dP=.J j J j ó<p dx é o "quadrado11 sobre a esí era de raio R.
Podemos transformar esta  infegral em coordenadas locais ? e 




f Ci ,rfy dÇ dy), ClV.20>
-i
pois desta maneira temos da integração numérica (ver apêndice I>
n n
i=  y  y  v . f ( ç , D . ) .
L ,  L a ^ J t j
av.2i>
L=Í j=l
- 7 4 -
N o rm a liz a n d o  o s is t e m a  <p\, o b te m o s
7? =
2 d> - C & + d? > 1 2
4> - 4>2 1
2  A. ~ C A. + A. y1 2
X - X2 1
CIV.22)
e as relações entre as diferenciais dadas por
2
dr?




X - X 2 1
d0
dX <IV.23>










lembrando que r  e q são funçSes de Ç e r).
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IV.3 GEÕIDE CALCULADO PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
Calculamos o potencial anômalo T sobre a superfície da
Terra, utilizando as anomalias da gravidade da Força Aérea xAmericana 
[363 e o Método dos Elementos de Contorno.
A superfície de contorno utilizada foi a esfera de raio
6.371 km, com centro no centro de gravidade da Terra.
Em cada um dos quadrados esféricos consideramos o potencial 
constante e as anomalias da gravidade constantes e iguais a média. 
Para calcular a média em cada "quadrado" e gravar os resultados
juntamente com suas coordenadas centrais usamos o programa 
ANO ME D.PAS, apresentado no apêndice V.
Para calcular as integrais de superfície, utilizamos o
métodos da quadratura de Gauss, descrito no Apêndice I, com três  
pontos de integração em cada direção, da latitude e da longitude, 
isto nos elementos que não apresentam singularidades. Nos elementos
que apresentam singularidade, isto é, quando i»j, usamos quatro 
elementos triangulares apresentado no mesmo apêndice com uma rotação 
de quarenta e cinco graus, com um ponto de integração.
Desta f or ma montamos o sistema de n equações com n
incógnitas, utilizando o programa INTEGRAL.PAS, e o sistema de
equações foi calcúlado pelo método de Gauss -Sei dei, usando o
programa GAUSEIDL.PAS.
Consideramos trê s  malhas, uma de vinte graus por vinte
graus, outra de dez graus por dez graus, e outra de cinco graus por 
cinco graus que referiremos por malha de vinte, malha de dez e malha 
de cinco, respectivamente.
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Os resultados para malhas de vinte graus por vinte graus, 
dez graus por dez graus e cinco graus por cinco graus apresentamos 
nas páginas seguintes Juntamente com as cartas geoidais respectivas. 
A longitude impressa é  o limite superior , e não a longitude do 
ponto medio do elemento, como acontece no caso da latitude. Para se 
calcular a longitude do elemento da malha de vinte devemos subtrair 
10.5U, da malha de dez subtraimos 5.5°, e da malha de cinco 
subtaimos 3° da longitude impressa.
ONDULACAO GEOIDAL CALCULADO PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
ELEMENTOS DE 20 GRAUS POR 20 GRAUS
LAT\LÜN 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360
80.5 7 r ’> 1 0 0 0 0 0 20 14 16 5 ò 4 5 2
60.5 D'7 7 11 -5 -25 -31 -6 27 15 5 29 4 0 —-r? 0 0 9 19
40.5 25 8 10 -18 -4 ““3 20 9 1 _o _ •16 16 _*7 _12 9 47 26
20 „ 5 8 4 -7 -15 -26 -11 11 2 -4 \ií 5 -7 -4 13 - 13 •-22 — O 7
0.5 1 -7 -•26 -35 • 9 4 r> 1 1 0 0 ó 11 ■-21 vlj 6
-19.5 4 5 4 8 -12 -11 6 16 15 5 1 0 0 0 25 -9 -4 0
-39.5 1 7 1 -1 -7 6 10 0 0 0 0 0 16 3 0 0
-59.5 0 •ç\ 1 ■r? w •D 1 0 0 0 0 o 0 0 7 10 2 0






F ig . IV.3.1 CARTA GEOIDAL 2 0 X 2 0
180- 160- 140- 120- 1 0 0 -3 0  -6 0  -4 0  -2 0  0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
• 180- 160- 140- 120- 1 0 0 -8 0  - 6 0  -4 0  - 2 0  0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
LONGITUDES
ONDULACAO GEÜIDAl CALCULADO PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 
ELEMENTOS DE 5 GRAUS POR 5 GRAUS
AT\LON 5 10 15 2 0 25 3 0 35 4 0 45 5 0 5 5 6 0 65 7 0 75 8 0 85 9 0
8 7 . 5 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 2 . 5 6 1 - 1 - 1 10 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0
7 7 . 5 0 0 3 — wf 0 0 1 (!) 1 0 0 0 - 1 - 1 - 3 0 0 0
7 2 . 5 0 13 49 41 10 5 7 3 0 0 3 2 - 4 - 3 0 0 2 0
6 7 . 5 3 9 3 3 37 2 6 7 - 1 10 0 6 - 1 1 0 0 0 0  --13 --12 13
6 2 . 5 20 4 8 28 5 --10 1 14 11 9 2 4 6 1 0 - 1 - 2 - 4  --2 2  --18
5 7 . 5 10 29 17 - 5 - 7 7 9 17 11 18 17 3 3 17 --11 --2 7  --22  --12 - 9
5 2 . 5 - 6 21 31 12 11 15 16 7 18 0 9 14 2 5 4 --28  ■-2 2 - 4
4 7 . 5 13 35 4 0 4 9 38 3 0 2 9 7 6  --11 -•24 --13 - 5  --2 0  -- 2 2  --44  --5 6  -•43
4 2 . 5 30 3 0 27 47 25 4 -■25 --40 31 - 6 - 1 - 4  --20  -- 5 8  ■- 4 6 - 5  •- 3 2  --53
' 3 7 . 5 32 41 41 4 7 31 - 2 12 8 61 6 8  - -61 --50 3 2  --22 3 3
3 2 . 5 3 0  ■-31 10 4 9  --39 - 6 4 9 3 0 61 45 25 4 4 - : 112 6 6 54 5 2
2 7 . 5  •-25 14 3 6 7 2 7 1 9 - 4  --30 --12 4 6 - 4 - 8  -- 6 5 - ! L29 -■16
2 2 . 5 40 61 4 13 -1 0 3 12 7 --2 6  --44 - 3 0 - 2 5 3 - 4 - 8
1 7 . 5 15 10 - 6  -■10 - 2 0 1 10 13 --25 - 7 2 - 6 - 4  -- 3 8  --40 9  --22
1 2 . 5 -1 8 7 0 - 1 2 0 25 5 0 - 5 - 4  --12  --2 8  -- 4 5  --48 - 7 0
7 . 5 20 19 15 1 - 4 0 0 34 5 0  - -66 - 6  - -23  --56  ■- 7 5  --53  -- 5 0  -•30
2 . 5 0 10 7 - 1 2  --40 - 4 0 0 - 6  --4 3  --44 -•32 --36  --27  •- 6 8  --4 8  •- 5 6  -■19
- 2 . 5 0 5 - 6  --36  --80 3 - •15 10 -•52 --25 -■21 --31 --33  --22  ■- 5 4  --38  ■- 9 2  -■48
- 7 . 5 0 - 3 7 - 2  --18  -•17 5 6  --57  --26 - 7 - 3 - 6 - 5  •- 1 2 0  •- 2 2 - 3
- 1 2 . 5 0 0 2 1 0 - 1 2 - 8 - 1 2 - 3 3 10 - 9 - 1 0 - 6 0 1 0 - 1 5 0
- 1 7 . 5 0 2 2 1 0 0 10 0 - 1 7 3 0 0 7 14 0 0 6 - 2 5 - 1 4
- 2 2 . 5 3 0 0 12 1 15 - 1 0 - 8 2 3 2 4 12 3 3 31 2 2 - 1 - 2 - 9
- 2 7 . 5 0 1 - 2 45 2 6 71 2 9 - 1 3 11 2 2 3 - 1 1 16 24 0 - 5 0
- 3 2 . 5 1 2 2 17 51 3 0 17 - 3 17 2 4 0 0 - 3 0 13 0 0 0
- 3 7 . 5 0 - 2 0 (!) 5 6 11 5 10 0 0 0 0 0 0 - 1 - 5 2
- 4 2 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 0 0 0
- 4 7 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 8 0 0 0
- 5 2 . 5 o 0 0 (!) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 3 0 0 0
- 5 7 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 6 2 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 6 7 . 5 0 0 0 o 0 0 10 2 3 4 0 7 13 11 0 6 8 2 8
- 7 2 . 5 0 0 0 0 11 (5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8
- 7 7 . 5 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 7 2 0 10
- 8 2 . 5 0 0 o 0 0 0 0 0 0 o 9 9 9 11 14 31 0 0
- 8 7 . 5 o 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 80 -
nr \ L on 95 100 105 1 10 115 120 125 130
87 « 5 0 0 0 0 0 o 0 0
8 2 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0
7 7 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0
7 2 . 5 - 4 7 0 - 6 i 20 09 46
6 7 . 5 —/7/? 8 - 30 -•20 -■30 “•ivi “-30 18
6 2 . 5 -47 -*70 - 64 -•41 -■27 -•45 -•30 “- i 2 *
5 7 . 5 “54 “-46 -•26 -■15 -•52 ~-60 “-61 ~~ ü
5 2 . 5  ̂T _* L \ .J -57 - 55 - 1 - 5 4 0 9
4 7 . 5 -2 1  “-36 “• 1 i 0 0 5 15 14
42 .5 “42 0 12 0 0 vi 1 i 32
3 7 . 5 19 37 16 o --14 - 9 10 37
3 2 . 5 a . o To.-. \ .J ■12 - 8  “•36 vi 1 23
2 7 . 5 -5 2  -"36 “*30 “•28 “-18 0 0
2 2 . 5 -5 8  “-30 -■45 “*15 - 9 0 1 _0
1 7 . 5  ■-20  -.oo _*30 -•11 0 6 46 vi
1 2 . 5  •“ 19 - 8  “•18 0 o 15 71 os
7 . 5  •“ 41 11 5 vi 4 14 57 14
2 . 5  * . o o 13 20 10 0 26 9
- 2 . 5 •“ 20 vi “ 1 40 8 - 8 10
- 7 . 5 - 6 7 -•34 16 20 19 --16 --37 -
- 1 2 . 5 - 2 1 “ 8 - 1 0 0 - 2 3 - 4 0 i 17
- 1 7 . 5 “ 34 - 2 4 __'~.i „9 _o o 0 24 29
- 1 1 “ 25 - 1 2 0 - 1 0 i r? - 1 5
- 2 7  .5 - 4 - 7 0 - 3 0 - 6 i _0 - 6
- 3 2 . 5 o - 1 6 - 1 4 - 3 7 - 3 8 - 6 - 2 8 - 1 5
- 3 7 . 5 i - 5 1 ò - 7 0 0 0 0
- 4 2  .5 0 0 0 0 0 0 0 0
- 4 7 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0
- 5 2 . 5 0 0 0 0 o 0 0 0
- 5 7 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0
- 6 2 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0
- 6 7 . 5 29 17 4 0 35 0 0 0
- 7 2 . 5 18 14 o - 2 - 2 5 0 0 0
- 7 7 . 5 10 1 - 2 4 0 0 0 0 0
- 8 2 . 5 0 0 (I) 0 0 0 “ 1 _oo
- 8 7 . 5 0 0 0 0 0 o 0 0
35 140 145 150 155 160 165 170 175 180
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 vi
0  -•13 0 0 0 0 0 0 -4 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 i vi 40 35 46 38 51 51 138 34
18 51 68 50 43 38 0 0 0
6 00 0 0 0 31 8 0 0 0
0 0 0 0 0 37 5 0 20 7
9 0 5 0 0 0 0 0 0 0
6 0 71 7 0 0 0 0 0 0
8 67 55 yllt 0 0 -7 -4 1 “vi
1 7 6i> 15 0 _ -5 -9 -9 --11 0
-5 11 4 ò 0 -1 _0 -5 -8 - 5
0 0 1 0 7 -8 -8 -2 -1 --10
1 6 19 10 4 ■“10 -5 -1 --16 — O
0 0 26 --15 -4 “vi -4 “vi 0 14
.8 11 5 6 1 0 0 0 17 4
.4 (I) 10 11 0 1 0 0 0 2
Î6 0 42 76 DT 15 0 0 0 —6
r0 13 73 -I 37. 124 26 0 -7 0
50 28 - r '~v Ui. 7 49 17 57 26 vi -1
5 16 28 26 vJ 9 0 24 8 27
14 4 to 15 1 113 49 21 4
-49 -16 -12 12 38 0 5 7 7 0
-25 7 -7 r-y 25 0 0 0 13 8
0 0 9 09 ■jj “ li 0 vi 24 25
0 0 0 20 0 0 0 6 17 12
0 0 0 0 0 0 0 51 9 0
0 0 0 0 0 6 0 6 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Ö 0 0
0 20 1 0 0 0 0 0 0 0
0 vi “ 7 “8 - 9 -8 vi 0 0
0 “14 -30 -36 -26 24 “48 “ 6 “1 0
-20 -10 0 0 0 -8 - 5 -19 -9 0






Fig A/L3. 2 CARTA GEOIDAL 1 0 X 1 0
- 1 8 0 - 1 5 0 -1 4 0 -1 2 0 - 1 0 0 -8 0  - 6 0  - 4 0  - 2 0  0 20 40 60 80 I Û0 120 140 160 180
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LONGITUDES
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9—Í7 X '- Z-00000b~80£ZGG£GXbXI-Z(77G " Z9
o0000rp_£Tbb8X-- b-XI-- b3-- bX-• 03OX9XG “ 3Z
GX0009XX-SX£X-b3- ox-- bXOX838£8dOXd/ 2-G " ZZ
0000d/1791ZX83b£Z£Ob03SXSX£ I6 X83G "38
91b00XXX3b£3b6£G£83X£63bS026363G ° Z8
0 Z3G9S09 SGGd0G3Gb dObSg£ô0£3Gd/drOd/dGX30 X dGO 300 SG6X06 XG8XNOIM^
ETALON 275 280 285 290 295 300 305 310 315 345 350 355 36<
8 7 . 5 27 20 0 1 0 0 <I) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
8 2 . 5 0 vi 1 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 2
7 7 . 5 0 0 0 - 2 21 vi vi /pcp 14 1 13 - 9 4 r? - 4 0 12 6 0
7 2 . 5 1 0 0 0 0 0 -1 - 7 4 11 37 34 6
'-n 0 0 8 0
6 7 . 5 0 — V.J 0 0 _'■) vi 0 - 1 3 5 0 7 vi 0 32 43 9 0 0
6 2 . 5 0 0 0 0 0 0 0 vi - 1 9 — vi 5 12 0 7 48 56 12 13 9
5 7 . 5 - 8 - 9 - 2 4 0 0 17 0 0 0 9 4 0 0 0 8 4 44 27
52 .5 -1 0 0 0 o 0 4 8 0 0 0 8 5 1 0 19 38 25
4 7 . 5 - 7 _o -1 vi 0 o 12 45 31 14 27 56 53 52 24 10 0 17
4 2 .5 - 1 7 - 1 4 - 1 9 15 11 - 1 0 -31 4 28 14 35 54 78 56 28 ~5 40 21
3 7 . 5 -1 -5 9 —’ õ 6 - 2 8 - 1 8 -1 1 - 1 0 _'y 38 44 93 88 43 4 20 37 32
3 2 . 5 -7 10 - 1 2 - 4 9 - 3 0 —3 - 1 8 - 1 6 jU 41 57 21 5 - 4 17 6 94 77
27 „ 5 0 19 _r>o - 1 9 - 1 2 vi - 4 8 - 2 8 0 12 -1 5 - 9 - 1 4 18 14 11 1
/-) 1~, 37 1 27 - 1 8 - 1 4 - 4 - 3 7 - 41 - 1 0 vi _o 6 _0 0 vi - 6 - 1 6 — vi
1 7 .5 34 6 1 56 - 1 6 - 4 4 - 2 4 — - 1 3 - 5 - 11 0 1 11 13 19 1 12
1 2 . 5 35 21 - 1 6 - 3 8 - 5 8 - 2 9 - 8 6 - 3 6 —r>r> ovj vi - 6 - 5 - 1 1 13 16 3
7 . 5 o'-? 35 61 26 TvJ> - 1 0 - 1 2 - 2 6 - 4 6 - 2 4 - 1 2 6 -1 0 6 34 53 28
2 . 5 0 vi 41 47 1 0 —6 vi -1 - 1 0 —7 12 \i 0 - 5 - 4 vi 1
- 2 . 5 0 0 9 18 10 -1 - 4 0 - 5 8 - 4 0 r? - 8 - 5 - 1 5 - 1 0 4 1 0
- 7 , 5 0 - 4 - 8 - 8 0 0 0 - 5 6 - 5 6 — vi - 1 8 — vi - 5 - 7 4 -1
_̂
- 1 2 . 5 0 0 -4 7 13 9 0 - 7 8 - 1 5 -8 - 7 0 0 vi - 4
_ -1
- 1 7 . 5 0 0 - 4 4 98 15 10 -1 - 4 2 - 4 5 - 1 8 - 9 0 0 0 0 0 0
_00 0 0 0 0 94 6 1 - 2 7 - 1 8 _0 - 1 0 - 1 1 0 0 0 0 0 0
jL. /  a vJ 0 0 0 28 118 17 1 vi 1 - 2 4 - 6 - 4 0 0 0 0 0 -1 0
- 3 2 . 5 0 0 -1 37 11 vi vÍ 38 21 4 0 - 5 r? r? 0 0 -1 6
- 3 7 . 5 0 0 0 54 20 15 70v J 2 -5 - 2 0 0 0 5 0 0
- 4 2 . 5 -1 0 0 50 53 vi - 1 6
_r~ \ - 7 0 0 0 0 0 0 0 0 — vi
- 4 7 . 5 7 9 -5 \i 0 0 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 5 2  .5 0 6 5 0 10 17 — vi 0 0 0 19 0 0 0 0 0 0 0
- 5 7 . 5 0 0 0 v i ~TjL. 4 15 19 0 0 4 16 0 0 0 0 0
- 6 2 . 5 0 0 0 0 0 37 59 25 27 0 0 0 0 0 0 0 0
- 6 7 . 5 1 0 0 0 22 7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 7 2 . 5 1 vi 7 8 24 40 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 7 7 . 5 f"l T jiu 0 v i 9 10 0 0 0 - 8 - 1 0 0 0 0 0 0 0
- 8 2 . 5 9 - 7 _ 0 11 0 - 2 5 - 7 -11 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 8 7 . 5 - 1 2 0 1 4 4 vi vi - 6 - 9 - 1 0 - 7 - 4 vi -1 0 0 0
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ONDULACAO GEOIDAL CALCULADO PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
ELEMENTOS DE 10 GRAUS POR 10 GRAUS
LAT \L.ON 10 2C) 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180
8 5 . 5 7 r? 0 0 0 20 vj> 5 5 r? 11 - 5 -6 27 29 4 0 0
7 5 . 5 1 0 0 14 16 vL> 4 7 - 2 5 —‘ul 1 15 5 0 -2 9 19
6 5 . 5 1 - 7 - 2 5 9 D 1 0 ò - 3 6 4 8 6 16 1 0 25 - 9
5 5 . 5 - 2 6  --35 4 27 1 0 11 --21 4 5 -12 -11 15 5 0 0 -4 0
45 .5 0 0 5 V.J -6 -5 V-'j 7 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
35 „5 1 4 -4 -8 -1 0 6 - 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0i
25 .5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 5 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 4 . 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o 0 0 0
- 1 4 . 5  0 0 0 0 0 (.> 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 2 4 . 5  0 0 0 0 0 (.) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 3 4 . 5  0 0 0 0 0 C) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 4 4  „ 5 0 0 0 0 0 (.} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 5 4 . 5  0 0 0 0 0 C> 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 6 4  „ 5 0 0 0 0 0 C) 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0
- 7 4 . 5  0 0 0 0 0 C) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
! CO >J1 > 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o
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ETALON 190 200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300 310 320 330 u4ü Jj>5 0 360
85 „5 25 8 “4 __ 1 16 “2 47 26 “7 “ 15 11 2 5 “7 “13 --22
75.5 10 “18 20 9 _ “16 “12 9 8 4 -•26 “11 “4 “4 13 “2 7
65.5 1 7 “1 “7 10 0 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 7 10
55 .5 õ 1 v-j 6 0 0 16 3 0 '“kXL 3 2 0 0i 0 0 2 0
45 .5 0 0 0 0 0 (I) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
35 .5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
25 .5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
15.5 (I) 0 0 0 (I) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 > 0 0
5 .5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-4.5 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-14.5 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 0
-24 .5 0 0 0 0 c 0 0 0 o 0 0 0 0 c o 0 0 o
“34.5 0 0 0 0 c 0 0 0 (I) 0 0 0 0 c 0 o o 0
-44.5 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 0
“54.5 0 0 0 (I) r 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0
“64.5 0 0 0 (I) c 0 0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 0
“74.5 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 o
“84.5 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 c o 0 0 0
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Comparando a caria ^eoldal obtida pelo Método dos Elementos
de Contorno e a obtida pelos Coeficientes Harmônicos Esféricos até
grau lô, publicado por» Baker» C13 na página 91, que reproduzimos no 
apêndice IV, na página 114, observamos que as ondulações máximas e 
mínimas ocorrem aproximadamente nos mesmos pontos, e as tendências 
geoidais são semelhantes.
Com relação os resultados da re f erência C371 na região do
Brasil observamos o mesmo, isto  é, a ondulação geoidal nula coincide 
e as máximas e mínimas ocorrem nos pontos próximos.
O comportamento da ondulação geoidal na malha de vinte é 
aproximadamente da média aritmética dos quadrados correspondentes da 
malha de dez. Portanto a malha maior tem variação de ondulação menor 
que a malha mais refinada. Isto nos leva a concluir que numa malha 
menor ainda, a variação de ondulação pode ser maior, o que talvez
possa aproximar» mais aos valores apresentados por Baker.
Os resultados talvez fossem melhores se usássemos elementos 
lineares ou quadráticos, ou malhas mais refinadas, uma vez que o 
Método dos Elementos de Contorno é bastante sensível ás imperfeições 
geométricas do modèlo, considerando também que os dados utilizados 
são antigos.
Achamos que este método é perfeitamente aplicável aos 
problemas geodésicos, e em particular para o Problema de Valor de 
Contorno da Geodésia Física. Principalmente em se tratando de 
computadores pequenos, de pequena capacidade de armazenamento de 
dados.
- 8 8 -
N li rã a compârâgáü iriaíS detalhada dãS altur âS geoidais 
calculadas neste trabalho e as calculadas atravôs dos Coeficientes 
Harmônicos Esíèricos de Rapp COSU91—á> encontramos diíerenças» e a 
r azao disto e devido a malha utilizada e o la to  dos elementos serem 
constantes. Foi’tanto utilizando malhas mais refinadas e elementos 
lineares, quadráticos ou cúbicos, os resultados seriam melhores o 
que li ca como sugestão para trabalhos í uturos.
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APÊNDICE I 
INTEGRAÇXO NUMÉRICA
Para montar o sistema de equaçães do Cipo A.Y=F, a partir 
da expressão <IV.12>, surge a necessidade de avaliar as integrais 





é  chamada quãdraiura numérica e usa a soma do tipo
L =1
para aproximá- la.
Os métodos de quadratura que discutiremos baseam-se nos
polinómios de interpolação. Primeiro selecionamos um conjunto de nós
distintos <x *x ,x ....»x > de um intervalo Eá,b3. Se P é o 
o  i  2 n n
polinómio de Legendre
P Cx> ® y fCx. >L. Cx>r» /j l l
L =±
integramos P sobre la,bl para obter a fórmula de quadraturan
b n r»
I Cf > ■ í y f  Cx >L Cx>dx » 7 a  f  Cx >
n+1 I / j  l i Zi 1 1J ei L =1 I =0
onde
- 9 4 -
b
a «® I L,(x)dx para cada i™ü,t,...,n.
W .
O grau de precisão de uma fórmula de quadratura ó o inteiro 
positivo n, tal que EcP̂ >s=0 para todos polinómios de ^rau menor
ou igual a n, mas para o qual ECP^^O para algum polinómio de grau 
n+1.
Existem fórmulas de quadraturas conhecidas como a de 
Newton-Cotes que usa nós igualmente espaçados. Elas requerem que os 
valores da função integranda sejam conhecidos nos pontos igualmente 
espaçados. Se a função é dada explicitamente, entretanto, os pontos 
para avaliação da função poderiam ser escolhidos de outra maneira, o 
que conduz a um aumento de precisão da aproximação. Isto é o que 
ocorre com a Quadratura Gaussiana» que diz respeito a escolha de 
pontos para avaliação numa maneira ótima. Ela apresenta um 
procedimento para escolha de valores x * x >...* x no intervalo1 2  n
[a>bl e constantes c , c c , que minimizam o erro obtido na1' 2 n
aproximação
b n
fCx!>dx = ^ cifCxl.:> CA1>
J  CL
í  =1
para uma função arb itrária  f. Para medir esta  precisão, é  geralmente 
considerado que a melhor escolha destes valores será a escolha que 
maximize o grau de precisão da fórmula.
Gomo os valores de c >c ,...,c são completamente1 * 2  n
arbitrários e aqueles de x ,x ,...,x são re s tr ito s  somente no caso1 2  n
que a função cuja integral está  sendo aproximada deve ser definida 
nestes pontos, existem ao menos 2n parâmetros envolvidos.
-VS-
Se os coeficientes de um polinómio são também considerados 
como parâmetros, a classe dos polinómios de grau no máximo C2n-1> 
contém 2n parâmetros e é a maior classe de polinómios para o qual é 
razoável esperar que a equaçao CAI) seja exata. Isto implica que a 
equação CAI) é de grau de precisão C2n—1).
Antes de começarmos o estudo da quadratura de Gauss, é 
necessário uma discução sobre conjuntos ortogonais de funçSes.
O conjunto de funçSes <.<p ,<p > é dito ser ortogonalO ’ 1' n
sübre [a*bl com í^espeito a função peso wCx>>0 se
bsO quando J^k
<fi <x)$> (x)w(x)dx 
k 1J  CL >0 quando j=k.
Pode~se mostrar que: Se >1 2 ’ n
polinómios definidos sobre Ca»b] e 4> é  de 
iasG»l»...»n, então para qualquer polinómio Q de 
existem únicas constantes o »oi »...»oí » com1 2 n
é um conjunto de 
^rau i para cada 
grau no máximo n,
QCx> = ^ o. <p. Cx>
i. =1
Teorema-1 <4>t > 4 > P >1 2  n é um conjunto de polinómios
ortogonais deíinido sobre Ca»b3 com respeito a função peso continuo 
w e é  um polinómio de grau k para cada k«®Q,l»...»n, então <p tem kk * ■ k
raízes distintas» e estas raizes estão no intervalo Ca»bX
Para aplicar o resultado do teorema-1, suponhamos que f 




é necessária. O conjunto dos polinómios de Legendre <P ,P ,...,P >,1 2  n
é  definido e sabemos ser ortogonal sobre [—1,13 com respeito a 
wfx>BÍ. Escolhamos x ,x para ser as n raizes distintas de1 2  r»
P . O téúrema-1 nos assegura que estas raízes estão entre OI,IXn
Suponhamos P um polinómio arbitrário  de grau k, onde 
ks2n~l. Dividimos P por» P dán
PCxO ■ QCx>P Cx> + RCxXn
onde ambos Q e R são polinómios de gr a u menor que n. Suponhamos a 
fórmula de quadratura é dado pela fórmula
1 n
f<x>dx ™ Y G f  Cx >Zj l t
L =1
onde
± Cx - x >
Ç n -i
c =s n ------------------- dx
L J-i j =i Cx - x >
j*, L J
para cada isBl,2,...,n, e os x são como mencionados acima. Gomo Q e R
são de grau menor que n.
i i  i
PCxMx a QCx>PCx>dCx> + RCx>dx 
J  - i  J - i  J - i
- 9 7 -
1 i
PCxMx = 0 + RCxMx = ^ ĉ RCx.).
J-± ,=1 '
Mas como x ,x *...»x são todas raízes de P > PCx.1 2 ‘ n n t
QCx >P £x >+RCx. >aaR<x. assimi n i. t l
1 n
PCx)dx = J  c.PCx )̂,
1 L =1
e a fórmula é exata para todo polinómio de grau no máximo 2n-l.
As constantes c poderiam ser obtidas resolvendo as n 
equaçSes lineares nas n incógnitas
n
L = 1
mas na verdade ambas as constantes e os valores das raízes de P são
n
amplamente babeladas. Apresentamos a t-abela 1 de Zienkiewicz [38].
- 9 8 -
Abscissas e coeficientes de peso da 
formula de quadratura gaussiana
1 n






0.77459 66692 41483 
O.ÛÛÛÛÛ 00000  00000
0.86113 63115 94053 
0.33998 10435 84856
0.90617 98459 38664 
0.53846 93101 05683 
O.ÛÛÛÛÛ ÛÛÛÛÛ ÛOÛÛÛ
0.93246 95142 .3152 
0.66120 93864 66265 
0.23861 91860 83197
0.94910 79123 42759  
0.74153 11855 99394  
0.40584 51513 77397 
0 .00000  OÛÛÛÛ 00000
0.96028 98564 97536 
0.79666 64774 13627 








0.55555 55555 55556 
0.88888 88888 88889
4
0.34785 48451 37454  
0.65214 51548 62546
I l a* 5
0.23692 68850 56189 
0.47862 86704 99366 
0.56888 88888 88889
n»6
0.17132 44923 79170 
0.36076 15730 48139 
0.46791 39345 72691
n=7
0.12948 49661 68870 
0.27970 53914 89277 
0.38183 00505 05119 
0.41795 91836 73469
n»8
0.10122 85362 90376 
0.22238 10344 53374 
0.31370 66458 7T887
0.36268 37833 78362
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QUADRATURA GAUSSIANA EM DUAS OU TRÊS DIMENSÕES
Num co n tex to  b i-d im ensional, e s ta m o s d ian te  do problema de 
avaliar a integral dupla da forma
1 1
I= L  L  GCÇ,7>>d£ d>? . <A2>
Gomo integrando estendido sobre um domínio retangular, o 
procedimento mais simples é calcular duas integrais numéricas nas 
direções independentes Ç e 77. Assim começamos por avaliar o produto 
interno, usando as fórmulas da seção precedente, e obter
± n
J Gaf,7?>dÇ = ^ŴGCÇ,77> <A3>
L — 1
Podemos seguir isto para uma integral similar na direção 77
ta l que
1 n
1=[  J  ̂ GCÇ.,t?> dr?
n n
= \  V 5  W.GCÇ. ,7j.) CA4)
L i .1 Zj l i. ' j
,j=l L = 1
e resultando finalmente na aproximação
1= y y W GCÇ ,7? >, W. s=W. W. CA5>Zi L  ij 1 j Lj t j
i. =1 .j = 1
-1ÛÛ-
Agora £% ,r) > denota a posição dos pontos amostrais cuja
i j
localizão exata é determinada peio tipo da fórmula integral 
empregada.
Em CA5> o número de pontos de integração em cada direção 
foi assumido o mesmo. Evidentemente isto não é necessário e há 
ocasiGes em que pode ser vantajoso usar números diferentes em cada 
direçGo de integração.
Se as integrais nas direçGes £ e rj separadamente são exatas 
para polinómios de grau p> então expressão CArS> integrará exatamente 
todos os termos com f  pi7)p 2 onde p̂ >p2<p.





= y  y  y  w G < ç . , 7? . »r > w . ^ ^ . v v  caó>Lí Lu Lu vjk x. y k i.jk L j k
I =1 j =1 k=l
Observa-se que o processo descrito acima será exato para 
termos adicionais àqueles que aparecem num polinómio de grau p nas 
varlaveis independentes £>r/.»C-
INTEGRAÇÃO NUMÉRICA SOBRE DOMÍNIO TRIANGULAR
Integração numérica sobre um triângulo pode ser calculada 
em termos de coordenadas triangulares // , 77 e r/3 .»ver Fig.A.l»como




f<7? »r? >0 5 dr? dr? = fC7?’',7?L,7)l'>w.
1 2  3 1 2  1 2  3 L CA7)
- 1 0 1 -
Fig.A.l Coordenadas triangulares y) & rt3m ^~ r>i ~ r>2-
-102-
na qual ás coordenadas triangulares são associados fatores de peso 
devido a Hammer [81 e dados na TABELA 2.
INTEGRAÇÃO NUMÉRICA SOBRE TRIÂNGULOS COM SINGULARIDADE 1/R
Fórmula de quadratura numérica para este  caso foi 
apresentado por Brebbia eb ali C8I, para ser aplicado como segue:
r  1 n
— fCx,v>dw ~ Y ftx ,V >w (A8>
J wr' “ L  L ' L L
i -O
onde w representa o domínio de inbegração esboçado na Fig. A .2. Os 
pontos e pesos estão apresentados na TABELA 3.
TABELA 2
n i i i.2̂
i wi.
1 (linear) 1 1/3 1/3 1/3 1
2 (quadr ábico > 1 1/2 1/2 0 1/3
2 0 1/2 0 1/3
3 1/2 0 1/2 1/3
4 (cubico) 1 1/3 1/3 1/3 - 9 / 1 6
2 3/5 1/5 1/S 25/48
3 1/5 3/5 1/5 25/48
4 1/5 1/5 3/5 25/48
- 1 0 3 -









1 0.25 V “X ' 1 i 1.24645048
2 0.16666667 y »xJ i ± 0.93483790
0.81742619 0.18257381 0.15580629
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APENDICE II
TEOREMA DE GREEN - INTEGRAÇXO POR PARTES
Considere a integração por partes da seguinte expressão 
bi-diminsional
Í L <p ------ dx dy. CB1)O ÔK
Integrando por partes com respeito a x e usando a relação bem 
conhecida para integração por partes
X  X
2
udv a: - vdu + (uv) - Cuv>
I I x=x x=xJx Jx 2 1
<B2>
1 1
temos, com símbolos da Fig.CB.l>
d~>p ç p Ô<fc
4>   dx dy = - I I   y/ dx dy +
o <?x J J o dx
i i ,
í C d? w y - t d> vi y ] dx dy. CB3>
^  x=x x=x0 2 1
Se agora considerarmos reto  o segmento dr do contorno, a 
direita» então a projeção na direção y serã
dy «a dr  n £B4>
x
onde n é o cosseno diretor entre a normal e o eixo x. Similarmente,
X 7
a esquerda, temos
dys-dr n . CB5>
-1 0  ó -
Fig. B.l Elementos de irvbegração por- partes.
O úrtimo termo de (B2) pode assim ser expresso como a integral 
formada no sentido anti-horário
O <fi tp r  n
Jr
<B6>
Se muitos contornos fechados forem considerados esta 
integração tem que ser tomada em torno de cada contorno. A expressão 
gerãl e em todos casos
I I
dtp
<p -------- dx dy
O dx - I I ,
S4?




<fi tp n dx dy
X
CB?)




<p ------ dx dy
o dx =i i ,
04?
p  ------ dx dy +
Q dx
I,+ q> (p V' n dx dy CBS)
onde n é o cosseno do ângulo entre a normal externa e o eixo y.
No caso tridimensional por procedimento idêntico podemos
escrever









dx dy dz +
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APÊNDICE I I I
METODO DE QAUSS-SEIDEL PARA RESOLVER SISTEMA DE EQUAÇÕES LINEARES
Quando o sistema de equaçSes é muito grande é conveniente 
resolvê-lo por um método iterativo» sob certas condições.
Consideremos o sistema
a x + a x + . . . + a x +. . . + a x ■ b
11 1 12 2 lk  k l n  n 1
a x + a x + . . . + a x +. . . + a x » b
21 1 22 2 2k k 2 n  n 2
<C1>
a x + a x + . . . + a x +. . . + a x *= b
n l  1 n2 2 nk k n n  n n
Consideremos uma solução inicial x° e resolvamos a primeira 
equação para x̂ » i.e.»
1
x = ------ C -a x - a x - . . . - a x + b >.
1 1 2  2  1 3  3  m  n  1a 11
Na equação seguinte» opera-se imediatamente com este novo
valor de x » para calcular x » ou seja:1 2
1
x = ------ C-a x + (- a x
2  2 1  1 2 3  3a
2 2
E a última equação usará somente os valores calculados
- . . . - a x + b >3.
2n n 2
- 1 1 0 -
x = ------- ( -a x - a x - . . .  - a x + b >.
n m 1 n 2  2 n n  n  n
ann
Se esta solução não é satisfató ria , é tomada como novo 
valor* inicial, e o procedimento acima é repetido até a diferença 
entre o valor inicial e o calculado tornar-se suficientemente 
pequena.
Assim temos a equação para a r-ésima iteração 
k -1< r > 1 ( r >
x = ------ C - ) a xk / j  ki iak k i = 1
Nestas soluções é necessário adotar um critério de 
convergência, que indique quando a iteração poderia ser terminada. 
No nosso caso, usamos a norma do máximo, i.e., a maior das 
diferenças entre as componentes do valor inicial e do calculado, 
seja menor que ±%\ e ao mesmo tempo indique o maior número de 
iterações a ser permitido, no caso da solução não convergir.
Para alguns sistemas a convergência pode sei* relativamente 
lenta. Em ta l caso, usamos um fato r de sobre-relaxação para poder 
aumentar a velocidade de convergência da iteração [343.
Ô método de Gauss—Seidel, apesar de simples de aplicar, é 
infelizmente muito sensível a pequenas variações na matriz dos 
coeficientes. O método te rá  convergência lenta para sistema 
mal-condicionado. Para sistema não singular a convergência pode ser 




( r  -  1 >
a x ki i
i =k +1
-1 1 1 -
aiJ > 2 Ia,jl » CG2)
J=*
j*í-
ist,o é P sistema diagonalmente domiriante.
-1 1 2 -
APÊNDICE IV 
CARTAS GEOIDAIS
-1 1 3 -
r




-1 1 5 -
prog r a m ano media ;
•Ceste programa calcula as medias das anomalias nos “quadrados" de 5 graus por) 
{ 5 g r a u s e g r a v a n o a r q u :i v o a n a m e d i a « d a t}





A R Q ,A R Q 1 ,ARQ2
BEGIN
ASSIGN (AR Q , 'A N O M t e s t e ■D A T ');
R E S E T ( A R Q ) 5
ASS IGN (A R Q 1, 'A N 0 M 5 - DAT ' ) ;
R E W R I T E (A R Q 1 ) ;
•C ASS I GN (ARQ2 , ' ANOMBRAS . DAT ' ) ;
R E W R I T E ( A R Q 2 ) 5>
C O N T : =05
for MM: = 1 TO 9 DO 
BEG IN
FOR NN: = 1 TO 18 DO 
BEGIN 
C O N T : =0;
I LEITORA DA PAG I NA >
FOR I:=0 TO 19 DO 
BEGIN
FOR J:=0 TO 19 DO 
BEGIN
READ(ARQ,ANOMCI , J 3 ) ;
•Ccont : =cont+anomC i , j 3 5 >
■C WRITE (ANOM Cl , J I! ) ; >
E N D ;
R E A D L N ( A R Q ) ;
END 5
•r.C0NT: =C0NT+1 ; 
c:ont: ~ cont / 400 ;
W R I T E L N ( 'CONT ~ ' ,C O N T ) 5 
W R I T E L N ( a r q 1 ,C0NT);>
■CREADLN; >
•CCALCULO DA MEDIA DA PAGINA MM X NN >
C FOR I I : = (MM - 1 ) *2+1 TO (MM*2 ) DO 
BEGIN
FOR J J :-(NN— 1)*2+1 TO (N N * 2 ) DO 
BEG IN
ANOMEDC I I , J J: : =0-, >
FOR I :=1 TO 2 DO 
BEGIN
FOR K : =1 TO 2 DO 
BEGIN
SOMA CI,K3s =0;
11 : = (NN--1 )*4+l ;
J J : = ( M M-1)*4+l 5 
ANOMEDCI I ,J J 3 :=0;
FOR KK : = ( I -1 ) * 10 TO (1*10-1) DO 
BEGIN
FOR J :=(K - 1)*10 TO (K * 10-1) DO 
BEGIN
■C WR ITE L N ( ' KK = ' , KK , ' J = ' , J , ' ANOM C KK , J 3 = ' , ANOM
C K K ,J 3) ; READLN;]-
:I N T E G E R ;
:R E A L ;




SÜMA 1 1, K3 s = SOMA C I , K 3 +ANÜM C KK , J 3 / 100;
ANÜMEDC 11 , J J 3 :*ANÜMEDC 11 , J J 3+ANÜMI KK,J3/1005 
END;
END;
uiRITELN(arql ,SOMALI ,K3 ) ;
•C RE ADLN 5 3-
END;
END;
•C ANOMEDC 11, J J3 s =SQMAC I ,K3 ;








{ FOR LL:=1 TO 36 DO 
begi n
FOR M : = 1 TO 72 DO 
begi n
WRITELN< ' ANOMEDC ',LL, ', ',M , ' 3 = ' ,ANOMEDCLL ,M3 , ' *** ' ) ; 
e n d ; 
readln; 
e n d ; }
c l o s e ( a r q ); 
c l o s e ( a r q l );
•Cc lose (arq2) ; >
END.
program i n t e g r a l ;
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * !
•Co s i s t e m a  foi m o n t a d o  u s a n d o  1 /2~-integral2+ (2/R) i n t e g r a l  l = - d g  i n t e g r a l l !  
•Ccom e l e m e n t o  t r i a n g u l a r  c o m  s i n g u l a r i d a d e  1/d!
•Celemento de 5 g r a u s  p o r  5 g r a u s !
C * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * !
•Cuses c r t , p r i n t e r  ; >
var i , j ,k ,1 , m ,n ,i i , j j ,k k , 1 1 , m m ,n n ,A R B 2 ,A R G 1
c a n t ,C O N T R O L E ,F I M ,np i n t ,P A R T E ,C H A V E  
N P I N T 1 , K l , K 2 , I I I  
^ I'' i y > ̂  t 1, x z., y 1, y z., z 1 , z z. 
k s i ,e t a ,z e t a ,f u n c ,d f u n c  
L A T 1 , L0N1
L A T 2 ,L 0 N 2 ,A N O M ,L A T ,LON 
A N O M 1,A N 0 M 2 ,d i s t ,s o m a  
X C ,Y C ,Z C ,F U N C A Q ,D F U N C A O , P I ,C O E F ,RO 
G A M A M E D I O , I N T E G R A L 1 , I N T E G R A L 2 , I N T E G R A L S  
C l N C O U M ,W 1 ,W2 
a r q ,a r q 1 , a r q 2  
c o o r  i n t ,W ,C O O R I N T 1,W 1 1 
L ABEL D E S V I O ,  D E S V I 0 1 ;
beg i n
A S S I G N ( A R Q , ' c ; \ t a m i a \ A N 0 M 6 . D A T ' > ;
R E S E T ( A R Q ) ;
A S S I G N ( A R Q 2 , 'c ; \ t a m i a \ A N 0 M 5 . D A T ');
R E S E T (A R Q 2 );
A S S I G N ( A R Q 1 , 'N 0 M E 5  . D A T  ' );
R E W R I T E ( A R Q 1);
•CDEFINICAO D A S  C O N S T  A N T E S !
PI : = 3 . 1 4 1 5 9 2 6 5 4 ;
R := 6 . 3 7 1 E 0 6 ; C M E T R O S  >
G A M A M E D I O ; = 9 7 9 . 8 E 0 3 ; C M I L I G A L S !  
c o n t r o l e :=2592; 
f i m : = 2 5 9 2 ;  
p a r t e :=0; 
np i n t :=3;
NP I NT 1: = 1 ; 
c i n c o u m :=2.5;
J A C O B  : =<_>. O0 1 9 0 3 8 5 9  ;
•CDEFINICAO D A S  C O O R D E N A D A S  DE I N T E G R A C A O !
c o o r i n t C 1 1 : = 0 . 7 7 4 5 9 6 6 6 9 2 4 1 4 8 3 ;  
co o r i  nt C2 3:=0; 
c o o r i  nt C 3 3 := - c o o r i n t [13;
•CDEFINICAO D O S  P E S O S !
wC 1 3 : = 0 . 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 6 ;  
w C 2 3 : = 0 . 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 9 ;  
w C 3 3 : = w 1 1 3 ;
•CDEFINICAO D A S  C O O R D E N A D A S  D O S  P O N T O S  D E  I N T E G R A C A O  C O M  S I N G U L A R I D A D E !
: i n teger;












c o o r  i n t 1 C 1 3 : = 0 . 2 5 ;
c o o r  i n t 1 [2 ] : = 0 .25;
■C D E F I N I Ç Ã O  D O S  P E S O S  DA I N T E G R A I S  C O M  S I N G U L A R I D A D E *  
w l 1 C 1 3 : = 1 . 2 4 6 4 5 0 4 8  5
.r * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * D E F  I N I C A O  D A S  E Q U A C O E S * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * >
F O R  11 : = 1 TO f i m  DO 
B E G I N  
C O N T : =0;
I N T E G R A L 3 : =0;
R E S E T ( A R Q ) ;
í L E I T U R A  DO P O N T O  F I X Q >
R E A D I n (A R Q 2 ,L A T 1 , L 0 N 1 );
■C uiriteln( ' 11= ' , II, ' la 1 1 = ' , la 1 1 , ' lonl = ' , lonl ) ; 3- 
■C read ln;*
LAT .1. : =LAT 1*P I / 180 ;
L.0N1 : = L 0 N 1 * P I / 1 8 Q ;
•CTRANSFORMACAO PARA COORDENADAS XYZ*




C *******************IN FL U E N C IA  DE CADA ELEM EN TO **************************-»*
FOR J J : = 1 TO FIM dO 
BEGIN
INTEGRAL 1 : = 0 ;
INTE6RAL2: = 0 ;
CHAVE:=0;
CLEITURA DO PONTO VARIAVEL*
READ 1n(ARQ, l a  t 2 , l o n 2 , a n o m 2 ) ;
i f  i i = j j  t h e n  
b eg  i  n 
c h a v e : = l ;  
g o t o  d e s v i o ;  
end ;
FOR l ; = i  TO n p i n t  do  
BEGIN 
CHAVE: = 0 ;
Wl : =WCI3 ;
KSI : =COORINTCI3;
FOR J :=1 TO n p i n t  DO 
BEG I N
ET A:“ COORINT t J 3 ;
W2: =W C J 3;
■CDEFINIÇÃO DAS COORDENADAS DO PONTO DE INTEGRACAQ* 
LAT:=LAT2+KSI*CINC0UM;
LON:=L0N2+ETA*CINC0UM;
1 a t : = 1 a t*p i/180;
1 o n : = 1 o n* p  i /180;
íCOORDENADAS DU PONTO DE INTEBRACAO}
X 5 "Tt H COB (l. AT ) *COS (L.ON) ?
Y :=R*COS(LAT)*SIN < LON);
Z : = R * B I N ( L A T > ;
{VALOR DA DISTANCIA}
D i s t := S Q R T ((X-Xl)* <X - X 1) + (Y - Y l )*(Y - Y l ) + (Z - Z 1)*<Z - Z 1));
IF D I S T =0 THEN BEBIN C H A V E 5 = 1;GOTO DESVIO; END;
{VALOR DA FUNCAO}
F U N C A O :=(1/<4 * P I* D I S T )>* R * R * a b s (C O S (L A T )* S I N (L A T ))*J A C O B / S I N (LAT
);
CVALOR DA DERIVADA}
D F Ü N C A O :=(-1/(4 * P I * D I S T * D I S T ))* R * R * a b s ( C O S (L A T )* S I N (L A T ))*JACOB/
SIN(LAT) ;
{INTEGRAL}
I NTEGRAL1 : = I NTEGRAL1 +W1 * W 2 * F U N C A 0 ;
INTEGRAL 2: = IN T E G R A L 2 + W 1* W 2 * D F U N C A 0 ;
CTERMO INDEPENDENTE}
INTEGRAL?,: = INTEGRAL3+INTEGRAL 1 * A N 0 M 2 ;
E N D ;C J}
E N D ;CI}
DESVIO:
IF C H A V E = 1 THEN 
BEGIN
FOR LL:=1 TO 4 DO 
BEGIN 
K l :=— 1;
K 2 :-1;
FOR III s = l TO LL DO 
K l : = K 1 * ( - 1 );
IF LL>2 THEN K 2 :=— 1;
FOR 111 : = 1 TO npintl do 
BEGIN
Wls=WllCIII3;
K S I := C O O R I N T 1C 1 1 1 3 * K 1 ;
ETA s = C O O R I N T 1C111+NPINT1]*K2;
[ W R I T E ('K S I = ' , K S I ,' E T A = ', E T A ) ;
READLN; >
CDEFINICAO DAS COORDENADAS DO PONTO DE INTEGRACAO>
L A T :=LAT2+KSI*cincoum;
L O N :=L0N2+ETA*c i n c o u m ; 
lat s = lat*pi/. 180;
1on :=lon*pi/180;
(ro.tacao de 45 graus em torno do eixo z> 
lat:=lat*cos(45*pi/180)-lon*sin(45*pi/180);
I o n : = l a t * c o s (45*p i/180) + lon*si n(45*p i/180);
•CCOORDENADAS DO PONTO DE INTEGRACA0>
X := R * C O S (L A T )*COS < L O N );
Y := R * C O S (L A T )*SIN < L O N );
Zs = R * S I N < L A T ) ;
■CVALOR DA F U N C A O >
F U N C A O := R * R * a b s (C O S (L A T )* S I N (L A T ) J A C O B / S I N ( L A T );
•C INTEGRAL}
INTEGRAL1 : ~ INTEGRAL1+W1*FUNCAO;
CTERMO INDEPENDENTE}
INTEGRAL3 s = INTEGRAL3+1NTEGRAL1*AN0M2;
END; -C111}
END 5 *C L L }
END;íDESVIO IF}
CHAVE: = 0;




COEF s -INTEGRALS*(2/R ) -»INTEGRAL1;
■C WRITELN ( 'COEFC ',JJ, '3 = ' , COEF , ' II=',II );IF II«JJ THEN READLN;}
WRITE (ARQ1,COEF, ' ' ) ;
END ; -C J J }







e n d  „
p r  o  g r  a m g  a u sr. e  .i d e  1 5
•C********************************************************************!
■Cpara r e s o l v e r  o s i s t e m a  u s a r  +b o u  — b! 
.[*****.************!<**************************************************}
•CEste p r o g r a m a  c a l c u l a  u m  s i s t e m a  d e  e q u a c o e s  l i n e a r e s  do t i p o  Ax= b !  
•Cusando o m e t o d o  d e  G A U S S - S E I D E L l
U S E S  C R T , P R I N T E R ;
va r
i , j , k , 1 , i i , j j , k k , 11, N 
I T E R ,N M A X
a ,b ,N O R M ,A l ,S O M A ,A U X , E P S L O N ,g a m a m e d  io 
A R Q , A R Q 1
B E G  IN
A S S I G N ( A R Q , 'C ; \ T A M I A \ N 0 M 1 0 . D A T ' );
R E S E T ( A R Q ) ;
A S S I G N ( A R Q 1 , 'C :\ T A M I A \ R E S U L 1 0 . D A T  ' ) ;
R E W R I T E ( A R Q 1 );
•C*** D E F I N I Ç Ã O  D A S  C O N S T  A N T E S * * *  > 
g a m a m e d  io 5 = 9 7 9  . 8 E 0 3  ; CMI L I G A L S 1
N: = 1 8 * 3 6 1 2 5 9 2 J  ; -CN. DE E Q U A C O E S  E I N C O G N I T A S !
NMAX: = 3 0 0 0 0 ;  -IN. M Á X I M O  D E  I T E R A C A O !
E P S L O N : =0.1;
{*•** D E F I N I Ç Ã O  D O  V E T O R  I N I C I A L * * * !
FO R  I : =1 TO N DO 
B E G I N  
X C I 3 : = 0 ;
END;
I T E R : =0;
i n t e g e r ;
I N T E G E R ;  
rea 1;
a r r a y C 1 . . 6 4 8 3  of real; 
t e x t ;





FOR J:=1 TO N DO 
BEGIN 
SOMA:=0;
FOR I:=1 TO N DO 
BEGIN 
READ(ARQ,A); 




•C wri tel n (' soma= soma ) ;
WI U. I ELN ( ' B * ' , B > ; 1
a u x  : =--xr. j II ;
1 1 a  1 < > 0  t h e n  x [ j ] s  ° ( S G M A - B / ( g a m a m e d  i o ) ) / A 1
else uiritelni 'al= ' ,al , ' j = ' , j > ;
IF NORMCABS (ALJX~XC J] ) THEN NORM : = ABS (AUX-X C J 3 ) ;
E N D ;
UNTIL (NORM<EPSLON ). OR (I TER>NMAX ) ;
WRITELN(ARQ1);
WRITELN(ARQ1,'ONDULACAÜ GEOIDAL CALCULADO PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 
') ;WRITELN(ARQl);
writeln(ARQ1,'narm = ',norm);
WRITELN(ARQ1, 'ITER= ' ,ITER);
WRITELN(ARQl);
WRITELN(ARQl);
FOR Is =1 TO N DO 
beg i n
WRITELN(ARQl,x í i 3, ' = X í ' , I , ' 3 ' ) ;
•C WRITELN (XCI] , ' ~ X C ' , I , ' 3 ' ) ; } 
end ;
CLOSE(ARQ);
CLOSE(ARQl);
END.
